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PROLOGO

El presente libro esta dirigido, fundamentalmente, a los alumnos de los primeros
cursos de las escuelas de ingenierfa y facultades de ciencias. Pretendemos que el
estudiante se familiarice con la teorfa basica y la resolucién de problemas rela-
cionados con las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y los Sistemas de Ecuacio-
nes Diferenciales. Para ello, en la obra se presenta un resumen exhaustivo de los
principales aspectos tedricos y una amplia seleccién de problemas resueltos de
muy variados tipos. Estos han sido elegidos, en su mayoria, entre exdmenes pro-
puestos en centros de los tipos anteriormente mencionados.

El criterio que hemos seguido a la hora de redactar los distintos capitulos
que componen el libro ha sido la claridad, sin menoscabo del rigor que lleva con-
sigo la exposicién matematica. Queremos destacar también que la seleccion de
problemas resueltos se ha realizado de forma que garantice la comprension total
de la materia por parte de aquellos alumnos que se enfrenten por primera vez a
estos temas.

Todos los capitulos siguen un esquema definido. Empiezan con una exposi-
cién tedrica, en la que se describen de un modo claro, sencillo y exhaustivo los
principales conceptos relacionados con el capitulo; para una mejor comprension
de la teoria, se incluyen numerosos ejemplos, notas y observaciones. Contintian
con una seleccién de problemas resueltos, de diversos grados de dificultad, y
que aplican los conceptos tedricos expuestos en la primera parte. Por tltimo, ca-
da capitulo concluye con una serie de problemas propuestos, de dificultad simi-
lar a los resueltos, con la intencién de que el alumno pueda comprobar si ha asi-
milado adecuadamente los distintos conceptos expuestos en cada capitulo.

Por otra parte, creemos que la unién, como autores del libro, de un Ingenie-
ro Industrial ICAI y una Doctora en Matematicas supone una buena combinacién
para asegurar un 6ptimo equilibrio entre la teoria matematica de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias y los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con la apli-
cacion practica de los mismos, apareciendo de esta manera en el libro un enfo-



que multidisciplinar que creemos hace mas atractiva la presentacion de estos
conceptos matematicos.

Queremos expresar nuestro agradecimiento a todos los compaferos que nos
han brindado su apoyo y nos han hecho llegar sugerencias para que esta obra
pudiera llegar a buen fin. Muy especialmente, queremos dar las gracias al profe-
sor Javier Rodrigo Hitos por sus sugerencias y por su colaboracion en la selec-
cion y resoluciéon de problemas.

Los autores
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Capitulo 1
CONCEPTOS BASICOS

Las ecuaciones diferenciales son una parcela muy importante de las mate-
maticas debido a que son los modelos apropiados para muchos experimen-
tos de la vida y fenomenos de la naturaleza.

Como veremos a partir de diversos ejemplos que se mostrardn a lo lar-
go del libro, las ecuaciones diferenciales poseen infinidad de aplicaciones.
Como es conocido por todos, si tenemos una funcion “y =f(x)”, su deri-
vada representa la variacion o ritmo de cambio de la variable dependiente
“y” respecto de la independiente “x”. De esta manera, puede mtuirse que
en muchos fenomenos de la naturaleza se ven relacionadas las diversas va-
riables tnmvolucradas en el proceso con sus ritmos de variacion, lo cual 1nos

lleva a relacionar las funciones con sus derivadas.

Por tanto, el objetivo primordial de las ecuaciones diferenciales es per-
mitir el estudio de los cambios en multitud de aspectos de la ciencia y de la
técnica.

1. PRIMERAS DEFINICIONES

1.1. Definicion. Ecuacion diferencial

Llamamos ecuacion diferencial a cualquier ecuacion en la que aparecen re-
lacionadas:

— Una o varias variables independientes.
— Una variable dependiente de ella o ellas.

— Las derivadas de esta ultima con respecto a una o mas variables indepen-
dientes.
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Observacion
Muchas leyes fisicas de la naturaleza, asi como problemas geométricos, mecani-
cos, etc; se rigen por ecuaciones diferenciales. Cojamos como ejemplo la segun-
da ley de Newton.

Consideremos la recta real R y tomemos la funcién S (¢) que representara
la posicion de un cuerpo en el instante t en ella.

La velocidad instantanea del cuerpo viene dada por la razén de cambio de la
posicién, es decir:

v (t) = lim S®O=50) = as
=0 L1, dt

Analogamente, la aceleracion instantanea mide la variacién en la velocidad
del movil:
dv
a(t) =—
@® o
La ley de Newton establece, para este ejemplo, F =ma, conlo que expre-
sandolo en funcién de la posicién:

aparece una ecuacion diferencial que resolviéndola nos permitird conocer la po-
sicién del cuerpo en cada momento. Para poder determinar la funcién posiciéon
es preciso conocer dos datos, que pueden ser la posicion y la velocidad inicial del
movil: s () =s, v v () =5 (t,) =v, con lo que estamos resolviendo un
problema de valor inicial (ver punto 1.8), o bien la posicién en dos instantes de
tiempo: s () =S, s (1) =s;, con lo que estamos resolviendo un problema
con condiciones de contorno (ver punto 1.8).

1.2. Definicion. Tipos de ecuaciones

a) Ecuacion diferencial ordinaria: aparece cuando la funcién incégnita sélo de-
pende de una variable independiente. Puede representarse de dos maneras:

D Fl,y @),y @),y (@), ...y" (@) =0. Ecuacién en forma implicita:
no aparece despejada la derivada de mayor orden 7™ (x).

Ejemplos 22y -3xy =0, ¥y’ +42°y +5ycosx=0

i) y" =f(x,y @),y @),..y" ' (@). Ecuacién en forma normal: apare-
ce despejada la derivada de mayor orden y (x).
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Ejemplos Y’ =4dxy + senx, Yy =—6xy” —cosx

b) Llamaremos ecuacion diferencial en derivadas parciales a aquella donde la
funcion incégnita depende de varias variables independientes. Por tanto, en
una ecuacion diferencial de este tipo aparecen las derivadas parciales de la
funcion incognita respecto de las variables independientes.

Ejemplos
Sea 2z =f(x,y). Dos ecuaciones en derivadas parciales son:
oz 9’z . 9”2 oz 9’z

n % —0 o X_9Z_
) ax+ax2 drdy ) oy ox’ N

Notas

1) Estas ecuaciones también pueden aparecer en forma implicita y forma nor-
mal.

2) En todo lo que sigue se trataran solamente las ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

1.3. Definicion. Orden

Se llama orden de una ecuacion diferencial al orden de la mayor derivada
que aparece en la ecuacion.

1.4. Definicion. Grado

Se llama grado de una ecuacion diferencial al exponente, si es niimero natu-
ral, al que esta elevada la derivada de mayor orden que aparece en ella. Si esta
derivada esta elevada a un exponente no natural no es posible definir el grado de
la ecuacion.

Ejemplos

1) 2%” +2xy +2x=0 = Ecuacién diferencial ordinaria de segun-
do orden y primer grado en forma impli-
cita.

2) y”=3y"-sen(x—-1) = Ecuacién diferencial ordinaria de tercer
orden y primer grado en forma normal.

3) Yy’ =4dxr(1-y?° =  Ecuacion diferencial ordinaria de segun-
do orden y segundo grado.

4) (W?P=cosx+ye” = Ecuacién diferencial ordinaria de tercer
orden y tercer grado.
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1.5. Definicion. Ecuacion diferencial lineal

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n es una ecuacion en la
que la derivada n-esima de la variable y es una funcion lineal de las demas deri-
vadas y de la propia funcién y, es decir, es de la forma:

dn n-1
Yva, =14
dx" dx"

a, () +~~+aq(x)%+ao(x)y=b(x)

Observacion

En una ecuacion lineal de orden 7 sélo puede aparecer la primera potencia de la
variable y, y de sus diversas derivadas. No pueden aparecer productos de dicha
variable con sus derivadas o de las derivadas entre si, ni funciones trascendentes
de y ni de sus derivadas. Si se diera alguna de estas situaciones se perderia la li-
nealidad.

Ejemplos

1) La ecuacién diferencial:

2
M+5d—y+6y=0
dz® dx

es lineal porque en la misma sélo aparece la primera potencia de la varia-
ble y y de sus dos primeras derivadas. No aparece ninguna de las situa-
ciones que hacen que la ecuaciéon pierda la linealidad.

2) La ecuacioén diferencial:

3
2
{%} +5y%+6y2 =0

no es lineal; porque en la ecuacién aparece la tercera potencia de la se-
gunda derivada de la , un producto de la y por su primera derivada, y la
propia variable y elevada al cuadrado.

3) La ecuacién diferencial:

xtgy +y =x +cosx

no es lineal; porque en la ecuacion la variable y aparece como argumen-
to de la funcién tangente.
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1.6. Definicion. Solucion

Llamamos solucion de una ecuacion diferencial ordinaria a toda funcién
y =f (x) que satisface dicha ecuacién diferencial. El proceso de hallar las solu-
ciones de una ecuacion diferencial se denomina tntegrar la ecuacion.

Ejemplos
1) Dada la ecuacion y” +y =0, lafuncion y =senx es solucién de ella
ya que:

’’

Yy’ = cosx, Yy’ =—senx
Y sustituyendo en la ecuacién queda:
—-senx +senx =0

De la misma manera comprobamos que % =cosx también es solucion.
En general, y =C,senx + C,cosx son funciones soluciéon para todo
C,C,e R; yaque

’”

y = C,cosx—C,senux, Yy’ ' =-C,senx—C,cosx
y sustituyendo en la ecuacion:
-C,senx—-Cycosax +C,senx + C, cosx = 0.

2) Dada la ecuacién diferencial y” -y =0, las funciones y =Ce” son
soluciones de ella para todo C € R, como puede comprobarse facil-
mente.

1.7. Definicion. Solucién general. Solucion particular

Llamamos solucion general de una ecuacion diferencial al conjunto de to-
das las funciones que verifican dicha ecuaciéon. En general, son familias n—para-
métricas de curvas siendo 7 el orden de la ecuacién. Cuando existe alguna so-
lucién que no pertenece a dicha familia, entonces esta funcién recibe el nombre
de solucion singular.

Llamamos solucion particular de la ecuacién diferencial a cualquier fun-
cién que la satisfaga. Puede obtenerse fijando el valor de las constantes en la fa-
milia de funciones solucion de la ecuacion.

Ejemplos

1) La solucién general de la ecuacion y”—y =0 es el conjunto de funcio-
nes y =Ce", que es una familia de funciones dependiente de un solo
parametro.
Una solucién particular de dicha ecuacion es y = e”.



20 CONCEPTOS BASICOS

2) Puede comprobarse que la familia y =[2/3x + C]** es solucién de la
ecuacion y’ = y'?.
La funcion y =0 es también solucién de ella y no pertenece a la familia

dada, por lo que constituye una solucion singular de la ecuacion.

Nota

En la mayoria de los casos, determinar una solucién particular de una ecuacién
diferencial consistird en resolver un problema de valores iniciales o un problema
de contorno; como veremos en el apartado siguiente.

1.8. Definicion. Problemas de valor inicial.
Problemas de contorno

Una de las aplicaciones practicas mas importantes de las ecuaciones dife-
renciales aparece en problemas con una ecuacion y una o mas condiciones (en
funcién del orden de la ecuacién) que ha de verificar la solucién de la ecuacion
dada; es decir, queremos determinar una solucion particular de dicha ecuacion.
Si todas las condiciones del problema se refieren a un mismo valor 2, se denomi-
na problema con condiciones o valores iniciales o problema de Cauchy.

d*y

xZ

Ejemplo +y =0

yM =3, yA=-4

Si las condiciones dadas se refieren a valores diferentes de la x, se denomi-
na problema con condiciones de contorno.

d*y

xz

Ejemplo +y=0

1.9. Definicion. Curva integral

Como hemos visto en el apartado 1.7, las soluciones de una ecuacién dife-
rencial ordinaria son, en general, funciones de la variable independiente, es de-
cir; curvas en el plano. La grafica de una soluciéon de la ecuacion se denomina
curva integral de ella.
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Ejemplos
1) Consideremos la ecuacién: yy’ +x = 0.

Las soluciones de esta ecuacién son: 2° + y*> = K. Las curvas integrales
se representan en la figura 1.

2) Consideremos ahora la ecuacién vy’ = —y/x.

Las soluciones de ella son: 2y = K. Sus curvas integrales aparecen en
la figura 2.

ZN
N

Figura 1 Figura 2

xy =K

2 +y?’=K

I\
<

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

2.1. Introduccion

Como hemos visto en los ejemplos anteriores, la solucién general de una
ecuacion diferencial es una familia de funciones. Ademas, puede presentarse co-
mo un problema de valores iniciales o como un problema con condiciones de
contorno. Vamos a centrarnos, por su sencillez, en los problemas con valores ini-
ciales en ecuaciones diferenciales de primer orden y primer grado. Ante un pro-
blema de este tipo podemos plantearnos dos preguntas:

1. ¢Existe solucién al problema?

2. ¢Existe una regién del plano donde para cada (x,, ¥,) sea posible encon-
trar una y sélo una curva integral de la ecuacién que pase por él1?

Es decir, se plantea la posibilidad de resolver:

Yy =f(x,y)
Yy (o) = Yo
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Como ya sabemos, este tipo de planteamientos reciben el nombre de proble-
mas de condicién inicial o problemas de Cauchy. La respuesta a las preguntas
planteadas la recoge el siguiente teorema.

2.2. Teorema de existencia y unicidad para
ecuaciones de primer orden

. . ) .
Dada la ecuacién ¥’ =f(x,y), si f(x,y) y l son continuas en un

9y
rectangulo D del plano, por cada (x,, ,) de €l pasara una Uinica curva integral de
la ecuacion.

Notas

1) Obsérvese que las condiciones dadas son suficientes; pero no necesarias, es
decir, en el caso en que no se verifique alguna de las condiciones establecidas
en el teorema, no podemos conocer si existe solucién tinica o no al problema
planteado. Puede ocurrir cualquier cosa.

2) El teorema hace referencia a una solucién local de la ecuacion en un punto
determinado, no a una solucién general.

3) Existe un enunciado general de este teorema (también llamado Teorema de
Picard) valido para toda ecuacién y sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narios.

Ejemplo

Aplicar el teorema de existencia y unicidad a la siguiente ecuacion, encon-
trando los recintos del plano donde hay garantias de la existencia de una so-
lucién tnica que pase por cada punto.

y =xy +e”
La funcion f (x, y) es ay +e”. Se tiene que:

¥

e) _ . .
Es continua V (7, y), vy al =x—e "’ estambién continua V (x, y).
Y

Asi, sea cual sea el punto del plano, existe una y sélo una curva que pasando
por €l sea solucién de esta ecuacion.
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3. ECUACION DIFERENCIAL DE UNA FAMILIA DE CURVAS

Como se ha visto en alguno de los ejemplos anteriores, la solucion general
de una ecuacion diferencial contiene constantes ya que, en general, es una fami-
lia de curvas.

Para el caso de ecuaciones de primer orden, tendremos familias uniparamé-
tricas de forma que, fijando el valor del parametro, nos van apareciendo las di-
versas curvas (soluciones particulares) que constituyen la familia de soluciones
(solucion general).

Podemos plantearnos el problema reciproco: dada una familia de curvas
(dependientes de uno o varios parametros), encontrar la ecuacién diferencial
que verifican todas las curvas de la familia. Entonces, el planteamiento es el si-
guiente:

Partimos de una familia de curvas, por ejemplo uniparamétrica:

Sy @,0)=0

Vamos a encontrar una propiedad geométrica comun para todas las curvas
de la familia, que nos sirva como ecuacién diferencial de la familia de curvas:

1. Tomamos f (x,y (x),C) = 0. El objetivo es eliminar el pardmetro que
aparece en la ecuacion de la familia. Para ello derivamos implicitamente
la expresién de la familia respecto de la variable x, obteniendo la expre-
sion:

9 @,y,y,0)=0

2. Con las dos expresiones obtenidas (la de fy la de g) eliminamos el para-
metro C, apareciendo una relacion entre x, ¥, y¥” que establece la ecua-
cion diferencial que deben cumplir todas las curvas de la familia.

Nota

En el caso de tener familias multiparamétricas f (x,y (x),C,, ...,C,) =0 el plan-
teamiento es analogo, simplemente tenemos que derivar tantas veces como pa-
rametros tengamos, con el fin de disponer de suficientes ecuaciones para poder
eliminar los parametros y obtener la ecuacion diferencial que verifican todas las
curvas de la familia dada. Cabe sefialar que este proceso es tanto mas complica-
do cuanto mayor sea el nimero de parametros.

Ejemplo
Calcular la ecuacién diferencial asociada a la siguiente familia de curvas:

y=C,a*+Cyx+4
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Al derivar implicitamente:
Yy =2C, x+ C,

Como tenemos que eliminar dos parametros necesitamos otra ecuacion mas.
Para ello derivemos otra vez:

y// — 201
Con las tres ecuaciones eliminamos los parametros.
Yy’ =2C, = C,=y"/2
y =2C, 2+ C, =5 C=y -2Cx=y-y'x
y=C,2°+Cox+4 = y=2"y"R+x W -y’ x)+4

De esta forma la ecuacion diferencial que tiene como solucion la familia bi-
paramétrica dada sera:

Qy=2*y’ + 2y -22%y" +8 o 2Py’ -2y +2y =38

que es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden.
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les:

Problemas resueltos

Indicar el orden y el grado de las siguientes ecuaciones diferencia-

2
dzy dy 2
a senx +3xy— +y‘e* =0
) [ 2] Ui

2 3
b) M+5xz(@] +6y=0
dx dx

2

¢) x*\y’+3x -2y =3senx

a) Aparece la segunda derivada elevada al cuadrado, luego la ecuacion es de se-

b)
c)

a)
b)
9)

d)
e)

gundo orden y segundo grado.
Segundo orden, primer grado.
Segundo orden, el grado no esta definido para esta ecuacion.

Seleccionar entre las siguientes ecuaciones las que son lineales:
a) y+x’-1=y

b) 3xy”’ -4yy +ysenx =4x

c) ydx +(xy +x-3y)dy =0

d) y'-2y+3=e"

e) 4xy’ +cosy=5x

Es lineal.
No lo es, se pierde la linealidad en el término 4yy’.

Dividiendo la ecuacién por dx resulta: y + (xy + x — 3y) y" = 0. No es li-
neal, aparece un término en yy’.

Es lineal.

No es lineal, ya que aparece la funcién ¥ dentro de una funcién trascenden-
te: cosy.
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Demostrar que cada una de las funciones dadas es solucién de la
correspondiente ecuacion diferencial, para un cierto intervalo (a, b)
del eje OX:

a) f(x)=x+e™ paralaecuacion y +y=x+1
b) f(x) = 2e* - 5¢** parala ecuacién y”’ -7y’ + 12y = 0
a) y=x+e”, y =1-¢e" Sustituyendo en la ecuacion:
l-e"+x+e“=1+x (severifica para todo valor de x)
b) Y= 263x_ 564.71:7 yr — 6631 _ 2064'7[, y// _ 1883.7: _ 8064.7:.

Enla ecuacion:  18¢* — 80e™ — 42¢** + 140e* + 24e®* — 60e* = 0

Verificar si las familias de funciones son solucion de las ecuaciones
dadas:

a) y=0C, + C,e™ para la ecuacion diferencial y” +y’ =0

b) y =C,e™ + C,e™ para la ecuacién diferencial
y’ -2y -8y =0.

a) y=C,+Ce” y =-Ce” y”=Cye™ Sustituyendo en la ecuacion:
Y’ +y =Ce”-Ce“=0
luego se verifica para todo valor de x.

b) y=Ce™ +Ce™, 3y =-4Ce™ -2Ce™, y”’ =16C,e™ + 4C,e™" . Susti-
tuyendo en la ecuacion:

160,67 + 4C,e ™ + 8C e + 40,0 — 8C e — 8C,e > = 16C,e*

En general esta igualdad no se verifica. Por tanto, la familia de funciones da-
da no es solucion de la ecuacion.

Determinar los valores de m para los que f(x)=e™ es soluciéon
de la ecuacion:

y/// _ 3y/l + 4yl _ zy = 0



ECUACIONES DIFERENCIALES 27

y=e", y=me", y'=mle™, y"=m’e™
Imponemos que esta funcién verifique la ecuacion:

mS oM _ 3m2 e L Ame™ — 2 emr — 0 P

e m? -3m* +4m -2] =0 m’-3m* + 4m -2 =0

Y las raices de este polinomio son: m =1, m=1+1%, m=1-17, valores
para los que f(x) =¢e™ es solucion de la ecuacion dada.

. . . x (&) = cost . .
ﬂ Verificar si la funcion es solucion de la ecuacion
y(t) =sent

x+yy =0
En este caso el problema consiste en verificar si una curva expresada en

ecuaciones paramétricas es solucién de una ecuacion diferencial. Para ello se de-
be tener en cuenta que:

dy
dy _dy dx Ay _ _dt
dt dx dt dx @
dt
1 dy cost
or lo que: — =—
P a dxr —sent
: . cost
y sustituyendo en la ecuacién: cost+sent—— =0

—sent

Verificar que la relacion x?+y?-4=0 es una solucién implicita
de la ecuaciéon y’ = -x/y.

Derivando implicitamente en la relaciéon se tiene: 2x +2yy’ =0 &
Yy’ = —x/y, expresion que coincide con la ecuacion diferencial dada.
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IE} Verificar que la siguiente funcién definida a trozos es solucién de
la ecuaciéon xy’ -2y = 0:

a)

b)

2
-X x<0
y(x) =
{xz x20
Para x < 0: Yy =—x° y =—-2x

Sustituyendo en la ecuacién:
x (—2x) -2 (—a%) =-22° + 22° = 0.
Para x > 0: y =27 y =2
Sustituyendo en la ecuacion:
z (22) -2 (%) = 22 - 22% = 0.
Por tanto, se verifica que la funcién definida a trozos es solucién de

xy -2y =0

Dada la ecuaciéon x%y” — 4xy’ + 6y = 0, se pide:

a) Demostrar que y, (x) =x? y,(x)=x> son soluciones de ella.

b) ¢(Es solucion y (x) =y, (x) + y, (x)?

y,=x°, yi=2x, y/=2, en la ecuacion 2x°-8x"+62°=0, es decir,
y, () =2* es solucion.
De forma andloga se procede con ¥s.

Probaremos que, en general, la suma de dos soluciones de esta ecuacion
vuelve a ser solucion de la ecuacion.

Nota

Este resultado se estudiara mas adelante como propiedad de las ecuaciones
diferenciales lineales homogéneas.

’” ’” 14

Yy=uy1+vs, Y =u'+uls ¥ =y +y
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En la ecuacion:

2 (Y +y)) —4x Wi+ ys) + 6 (g + o) =

2,77

=24y — 4oy + 6y, + 22 yY — dayh+ 6y, =0 + 0

por ser ¥, e ¥y, soluciones de la ecuacion.

Aplicar el teorema de existencia y unicidad a la ecuacién y’ =y
encontrando los recintos del plano donde hay garantias de la existencia
de una solucién inica que pase por cada punto.

1/3

La funcién f(x,y) es, en este caso, y¥ . Es continua para todo valor de x

ey.
S, (@, y) =1/3y™ no es continua en los puntos (x, 0), ya que en ellos no
existe la funcién derivada parcial.
De esta forma, se tiene que para todo punto (x,y) con y#0 existe una
Unica curva que, pasando por €l, es solucion de la ecuacién dada. En los puntos
(2, 0) puede ocurrir cualquier cosa. Por ejemplo:

y=0
y = [2/3 2]

Por el punto (0, 0) pasan las curvas: a)
b)

Son ambas soluciones de la ecuacion. Para este punto se ha perdido la uni-
cidad.

Verificar que y = Cx + C®> es una familia uniparamétrica de solu-
ciones de la ecuacién diferencial y = xy’ + y’>. Determinar K para que
y = Kx* sea una solucién singular de dicha ecuacién.

y=Cx+C% o =C. Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene:
Cx + C*=xC + C% es decir; se convierte en la identidad y, efectivamente, es
una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacion dada.

2

y=Kx®, y =2Kx. Alsustituir en la ecuacion:

Ko =2Kx* + 4K o K+4K°=0 o
K(1+4K)=0 = K=0 6 K=-1/4.
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Se obtienen las curvas: y =-1/4 2% 1y =0 siendo esta dltima pertenecien-
te a la familia dada para el valor C = 0. Luego la solucién singular pedida se
obtiene para K =-1/4 yes y=-1/42°

Dado el problema de valor inicial:

Yy -xy=0
y(0)=0

verificar que y=0 e y =x'16 son soluciones de él. ;Contradice es-
te resultado el teorema de existencia y unicidad de soluciones?

Para verificar que son soluciones es suficiente con sustituir ambas funciones
en la ecuacién y comprobar que pasan por el punto (0, 0).

Este resultado no se contradice con el teorema, ya que tomando
S, y) =xy" se comprueba que su derivada parcial f, = 1/2 2y no es con-
tinuaen y =0.

Hallar la solucién particular de la ecuacién x%y seny =2 que
cumple la siguiente condicion:

y —>g cuando Xx — -, sabiendo que la solucion general de dicha

ecuacion es:

1
cosy=—+C
X

Aplicando a la solucién general la condicion establecida se tiene que
cos(gj=0 s C=0

con lo que la solucién particular es cos y = 1/2°.
Se obtienen asi infinitas posibilidades para la funcién solucion:

y = = arccos (1/2%) + 2km, ke
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De todas ellas sé6lo existe una que cumple la condiciéon y — m/2 cuando
x — oo, veamos cual aplicando el resultado obtenido:

y = =+ arccos (1/2%) + 2km; /2 = + arccos (0) + 2km;

/2 = + /2 + 2km; k=0.

La solucién pedida es y = arccos (1/2%).

Un barco ve frenado su movimiento por la acciéon de la resistencia
del agua que es proporcional a la velocidad del mismo. Escribir la ecua-
cién que exprese la velocidad del barco.

Sea F, lafuerza que impulsa el barco ejercida por el motor.

Sea F,.=-kv (t) la fuerza contraria al movimiento del barco realizada por
el agua.

Entonces, aplicando la segunda ley de Newton en una dimension:

F=ma (t)
se tiene para este caso que:

F)-F.=ma < F,-kv{l)=ma(@) < F,—kv @) =mv" ()

Ecuacién diferencial de primer orden que expresa la velocidad del barco en
cada instante.

Escribir la ecuacion diferencial asociada a la familia de curvas tal
que verifica que la pendiente de la recta tangente a ellas por todo pun-
to es igual a la distancia del punto al origen de coordenadas.

En todo punto (x, ) del plano, la distancia al origen viene dada por:
d = \f"xz + y2
La pendiente de la recta tangente a la curva en un punto de ella (x,y) es
Y ().

De esta forma la ecuacion diferencial de la familia de curvas es:

sz_{_yz :y,
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La rapidez con que una poblacion crece, en un instante cualquiera,
es proporcional a la poblacion p existente en dicho instante. Establecer
el modelo de crecimiento de poblacién.

Llamando p (¢) a la funcién poblaciéon en cada instante la ley establece
que p’ (t) =kp (1), que es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden.

Determinar la ecuacion diferencial asociada a las siguientes fami-
lias de curvas:

a) Lasrectas y-4x-C=0
b) Las curvas y = C.e* + C,e™

a) Dadaslasrectas y —4x — C =0, derivando la ecuacién implicitamente res-
pecto de x obtenemos: ¥y’ -4 =0
De esta manera, todas las curvas de la familia verifican esta condicién, que la
pendiente de la recta tangente a ellas vale 4. Por lo tanto, la ecuacion, donde
ya se ha eliminado el parametro, es:

y =4 Ecuacion asociada a la familia de rectas

Y la solucién general de esta ecuacion es, l6gicamente, la familia de rectas
y—4xr—-C=0.

b) Dadaslas curvas y =C, e+ C,e™
Derivamos la ecuacion: y =Ce" —Ce™.

Una segunda vez: Yy’ =Ce" + Cee™.

En este caso para eliminar los parametros tenemos que:

y”:y P y”*y=o.
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Problemas propuestos

Indicar el orden y el grado de las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) Y’ —dxy +x%"—4=0
b) Lnx-3xy”’ -4xy=senx
c) [rx-y1"—-4xy=8senx
d) Say” -3y +4y-4=0

ﬂ Indicar cudles de las ecuaciones del ejercicio 1 son lineales.

Demostrar que cada una de las funciones dadas es solucién de la corres-
pondiente ecuacién diferencial, para un cierto intervalo (a, b) del eje OX:

a) v (t)=sent+cost paralaecuacion v’ cost+vsent =0

b) f@)=¢"(2x+1) paralaecuacién y”" =2y -y
n Verificar si las familias de funciones indicadas satisfacen las ecuaciones di-
ferenciales correspondientes :

a) y¥2=Ln(1+e") +C paralaecuacion (1+e") yy =e”

b) «x () =te' paralaecuacion (1 +ay)y +y*=0
y@=e’

) y=Cua+ G +C, paralaecuacion: y”’+3=—=0
x

Determinar el valor de m para que y =™ sea solucion de las ecuaciones:
a) 2y’ -y=0
b) 2% + 6xy’ +4y =0

ﬂ Aplicar el teorema de existencia y unicidad a las siguientes ecuaciones dife-

renciales e indicar en qué recintos la ecuaciéon admite solucién tinica :

a) Y =19y
b) y =a"seny

) Y -Ny-x=0

a y=—4"1
) 2 +x+1
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Verificar que la siguiente funcién definida a trozos es solucién de la ecua-
cioén diferencial " = 9xy,
0 x <0
y (@)= { 5
x

x20

ﬂ Dado el problema de valor inicial:

Y=y
y(0)=3

.Garantiza el teorema de existencia y unicidad que ¥y = 3 e¢* es la tnica solu-
cion de €1?

m Hallar la solucién de la ecuaciéon «*% cosy +1=0 que cumple que
y — (16m)/3 cuando x — oo.

Calcular la ecuacion diferencial asociada a las siguientes familias de curvas:

a) Laselipses: 2°+ Ay? =B (para A, B> 0)
b) Lascurvas y=¢e" (Ax + B)
c) Lasrectas 2y +3x—-C=0

Encontrar la ecuacién diferencial de la familia de circunferencias cuyo cen-
tro estd situado en el eje OX y son tangentes al eje OY en el origen de coorde-
nadas.

La rapidez de propagacion de un virus es proporcional al nimero de perso-
nas que se han contagiado x (¢) y al nimero de ellas que no se han expuesto a
él. Siendo n el nimero de personas de la poblacién, establecer el modelo de pro-
pagacion del virus en funcion del niimero de personas contagiadas.

Se colocan x, bacterias en una solucién en un instante t,. Llamamos x (1)
al nimero de bacterias en cada instante. Si el alimento y el espacio son limita-
dos, lo cual implica que la poblacién crece a un ritmo proporcional a la poblaciéon
existente en cada momento, modelizar el crecimiento de la poblacion de bacte-
rias en funcion del nimero de bacterias en cada instante.



Capitulo 2

ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

En este capitulo vamos a considerar algunos tipos bdsicos de ecuaciones
diferenciales ovdinarias de primer orden que admiten una técnica deter-
minada para calcular su solucion y estudiaremos los diversos procedi-
maeentos que permilen obtener dicha solucion. De esta forma, la intencion
de este capitulo es:

— Clasificar las ecuaciones en su tipo corvrespondiente con el fin de
emplear el método adecuado de resolucion para cada una.

— Dar una coleccion de métodos de resolucion.

— Comentar algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

Por wltimo, en un apéndice al final del capitulo, se comentan algunos
lipos de ecuaciones diferenciales de sequndo orden sencillas de resolver.

1. DISTINTAS EXPRESIONES DE LAS ECUACIONES
DE 1°° ORDEN

Las ecuaciones diferenciales de primer orden, como ya se comento en el ca-
pitulo anterior, son aquellas en las que aparecen relacionadas la variable inde-
pendiente &, la dependiente o funcién incégnita ¥ (x) y su primera derivada

y (@)
Una ecuaciéon de este tipo puede expresarse de diversas formas:
— Forma normal: ¥ (%) =f[x, y (x)]
— Forma implicita: F o,y @),y ()] =0
— Forma diferencial: M (x,y) dx + N (x,y) dy =0
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Ejemplo
Sea la ecuacion:

d_y_x2+y2

dx x -y

Observamos que viene dada en forma normal, donde:

2 2

X+
Sy =229
xr—Yy

Para obtener la forma implicita sélo hay que pasar todos los elementos a un
mismo miembro:

d d
@-PNE-2+y’ o @-PE-@P+yH=0 o
dx dx
e (w-py' -@+yH=0
Y la forma diferencial asociada a esta ecuacion es:

(x-ydy-(@*+y>dr=0 <

s @+ yDdr—-(r—-y)dy =0

2. RESOLUCION DE DIFERENTES TIPOS DE ECUACIONES

2.1. Ecuaciones del tipo y’ = f (x)

El caso mas sencillo de ecuaciones diferenciales que podemos encontrarnos
es aquél en el que no aparece explicitamente la incognita y, es decir, se corres-
ponden con el tipo ¥’ =f(x). Para resolverlas, se procede de la siguiente
forma:

dy

y=r () & d—=f(x) e dy=f(@)dx
X

Integrando en cada miembro de la ecuacion respecto de cada variable obte-
nemos la solucion general:

jdy:jf(x)dx N ysz(x)dx+C
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Ejemplos
Son ecuaciones diferenciales ordinarias de este tipo las siguientes:

y = cos 3x + b, y=e¥-x

Nota

Como puede observarse, se trata de ecuaciones sencillas cuya resolucion se lleva
a cabo por integracion directa. Este caso se extiende a ecuaciones de érdenes
superiores de la forma y“ =f(x), que se resuelven de manera andloga inte-
grando n veces, apareciendo por tanto en la solucién general 7 constantes arbi-
trarias.

2.2. Ecuaciones de variables separadas

Llamamos asi a las ecuaciones que pueden escribirse de la siguiente manera:
F@)Gyde+H @) P (y)dy=0

Son ecuaciones en las que ambas variables, dependiente e independiente,
pueden separarse. Para resolverlas, se procede a dicha separacién y se integra
respecto de cada variable. El proceso de resolucion es el siguiente:

En primer lugar, dividimos la ecuacion por G (y) H (x):

F(x)G ) dor = — H(x)P(y) d
H(@)G ) G H(x)

A continuacion, simplificamos para separar las variables:

) .- _P@W

H () G®)

La ecuacion queda resuelta integrando en cada miembro respecto de su va-
riable:
F P
,[ G _I @) dy
H (%) Gw)

Y la solucién general es:
J@+gW=C

Ejemplos
Las ecuaciones 2y dx + 3x dy =0, e*dx—- (1 +¢e") ydy =0 son de va-
riables separadas.
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Nota

Es importante sefialar que durante las operaciones realizadas, al dividir entre
G H W), G y H@) nodeben ser nulas. Se debe comprobar, para te-
ner la seguridad de haber obtenido la solucién general del problema, que
G =0 y H(x)=0 no llevan a una solucion y, si lo hacen, anadirlas si no
estan incluidas en la expresion calculada al integrar.

2.3. Ecuaciones homogéneas

Este es un tipo de ecuaciones que, aunque no son de variables separadas, se
pueden reducir a ellas mediante un cambio de variable adecuado.

2.3.1. Definicion. Funcién homogénea
Una funcién f (xy, @, ..., x,) es homogénea de grado 7 si:
f(x‘ xly MZ) L] Mn) = xrf (xh x27 xn) V 7\' € R

Ejemplos

Verificar si las siguientes funciones son homogéneas y, en caso afirmativo,
decir de qué grado son:

Dfy) =2"+y" —ay

Evaluamos f (Az, Ay) = Ax)* + Ay)? —Ax Ay = A* (&% + o —ay) =
=N f (@ ).

De esta manera se cumple la definicion de funcién homogénea para
f(x, y) ,siendo su grado 2 (exponente de L).

2 fwy)=2"+y

Evaluamos:
SOz, W) = Q) + () = A (W + ) 2N f (&, )
luego no es homogénea.
DSy =@+~
SOz, M) = Qe+ D™ = M (@ + )" = M2 S (2, )

Por tanto, esta funcion es homogénea de grado 1/2 para A > 0.
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2.3.2. Definicién. Ecuaciéon homogénea
Una ecuacion diferencial de primer orden, expresada en forma diferencial,

M (x, y)dx + N (x, y) dy =0 es homogéneasi M (x, y) y N (x, y) son
funciones homogéneas de igual grado.

Ejemplo
Es inmediato comprobar que la ecuacién diferencial:

@+ —ay)de+ @ -2)dy =0

es homogénea.

2.3.3. Proposiciéon

Dada una ecuacion diferencial v’ = f (x, y), se dice que es una ecuacion
homogénea si la funcion f (x, y) es homogénea de grado 0.

Observacion
Supongamos la ecuacion homogénea en forma diferencial

M (x, y)dx + N (x, y) dy =0

Para pasar a su forma normal (¢’ =f (x, y)) despejamos y”:

M(x,y)+ch,y)§—y=o o M@y+N@yy =0
X

, M (x,y) -M (x,y)
y=—"">= = [fly=—FT"7"-7
N (2,y) N (2,y)
De esta manera, evaluando f (Ax, Ay):
—M (hx, \y)

Sz, hy) = N O )

y como M y N son funciones homogéneas de igual grado se tiene que:

NM(x,y) —-M(x,y)
}\Jf 7\, = = =
J v, hy) VN - Ny J(x,y)

Con esto queda demostrado que si f («x,y) es funcién homogénea de gra-
do cero, entonces la ecuacién diferencial y” =f (x,y) es una ecuacion diferen-
cial homogénea.
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2.3.4. Resoluciéon de una ecuacién homogénea

Sio M (x, y)dx +N (x, y) dy =0 es una ecuaciéon homogénea, el cambio
de variable y =wux la transforma en una ecuacion de variables separadas en u
v .

Realizamos el cambio ¥y = ux, diferenciando: dy =wu dx + x du 'y susti-
tuimos en la ecuacion:

0=M (%, ux) doe + N (x, ux) (udx +x du) =
=2"M (1L,u)dr +2"N (1,u) (udx +xdu) =
=M, uw) +uN,uw)]dr+2xN (1, u) du.
Esta expresion tiene la forma general de una ecuacion de variables separa-
das en x y w; por tanto, se procedera a la resolucion de esta ecuacion segun el

método expuesto en el apartado 2.2. Una vez obtenidas las soluciones en v y
se deshace el cambio.

2.4. Ecuaciones reducibles a homogéneas

En este apartado vamos a estudiar algunos tipos de ecuaciones que no son
homogéneas; pero pueden reducirse a ellas. Son las ecuaciones diferenciales de
la forma:

dy _ ax+by+c
dx a'x+by+c

Ejemplos
Son ecuaciones de este tipo:

dy _6x—-Ty+1
dx 3Bx+y-2

42+3y=2
dy bx—y+1
=e
dx

No estamos frente a una ecuacién homogénea porque la funcién f no es ho-
mogénea de grado 0, debido a la presencia de los términos independientes ¢ y ¢’.
Con la siguiente técnica vamos a convertir la funcion f en homogénea de grado 0,
con lo que la ecuacion serda homogénea y se resolvera como hemos indicado en el
apartado 2.3.4. Para ello, consideremos las rectas de ecuaciones:

axr +by +c=0, ax+by+c =0
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Distinguimos dos casos:

A

Las rectas se cortan en el punto (&, ¥,)-

Si trasladamos el origen de coordenadas a ese punto, eliminamos los
términos independientes en las ecuaciones de las rectas y obtenemos
asi una ecuaciéon homogénea en unas nuevas variables X e Y. De esta
manera, el cambio de variable que se debe realizar es:

x =X+ x,
y=Y+uyo
La ecuacion resultante de este cambio es:

ax - Naxsvy

ay aX +bX
ax

que es una ecuacion diferencial homogénea. Esta ecuacion se resuelve
por el método expuesto en el apartado 2.3.4 y, al final, se deshacen los
dos cambios de variable realizados.

Las rectas son paralelas.
Esto es:

En este caso la ecuacion resulta ser de la forma:

dy _ (ax+by+cj_ ( axr+by +c

——— — |=g(ax+b
dx ax+by+c am+bky+c') 9( Y

Ecuacion diferencial que podemos transformar directamente en una
ecuacion en variables separadas realizando el cambio de variable

u = ax + by.

2.5. Ecuaciones exactas

2.5.1. Definicién. Diferencial total

Dada F (x, y), funcién de dos variables que posee derivadas parciales
continuas en un dominio D C R?, se define su diferencial total, dF, como:
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= oF (,y) dx + oF (,y) dy Y (x,y)e D

dF (x,
Ejemplo
Calcular la diferencial total de F (x, v) = xy + 22>
a_F:y+6x2y2, a_F: x+4x3y
ox dy
Ast: dF = (y + 6 2°y") do + (2 + 4 27y) dy

2.5.2. Definicion. Ecuacién exacta

Dada una ecuacion diferencial M (x, y) dx + N (x, y) dy = 0 diremos que
es exacta si existe una funcion F (x, y) de forma que su diferencial total sea:

dF =M (x, y) dx + N (%, y) dy

Es decir: i =M (x,y), 9 =N (x,1)
ox Y

Ejemplo
La ecuaciéon #%*dx + 2vy dy =0 es exacta ya que tomando la funcién

F (x, y) =xy® se verifica que:

oF oF
— =y’ =My, — =2y = N (z,1)
ox oy

2.5.3. Definicion. Solucién de una ecuacioén diferencial exacta

Sila ecuacion M (x, y) dox + N (x, y) dy = 0 es exacta entonces podemos
encontrar F (x,y) tal que:

arF =M (x,y) dx + N (v, y) dy =0,
es decir F(x, y) =K, Ke R
De esta forma, encontrada F' (x, y) la solucién de la ecuacion es:

F(ry =K
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Nota

Debe disponerse de un criterio que establezca las condiciones que garanticen la
existencia de F' (x, y) para una ecuacion diferencial. Esto queda reflejado en
el siguiente teorema.

2.5.4. Teorema

La ecuacion diferencial M (x, y) dx + N (x, y) dy =0, donde M (x, y)
y N (x, y) admiten derivadas primeras continuas en un dominio D, es exacta
si y solamente si:

M _ N
R o

Nota

Vamos a desarrollar la demostracién del teorema; porque con ello conseguimos
una técnica para calcular F (x, y).

e Supongamos que la ecuaciéon es exacta: entonces existird una funcion
F (x,y) tal que:

Lovwy, T=N@w
o oy
Derivando en estas igualdades respecto de x e y respectivamente, ten-
dremos:
°F oM °F _ ON
ordy oy’ oy or ox

Por tanto, aplicando el teorema de Schwartz obtenemos la igualdad de las
derivadas cruzadas (ecuacion (1)).

e Partimos de la igualdad de las derivadas cruzadas (ecuacion (1)) y quere-
mos establecer la existencia de una funcién F (x, y) tal que
aF =M dx + N dy.

Si esta funcion existe, debe verificar que:

oF oF
5% = M@y, — =Ny
o oy

Integrando, por ejemplo, en la primera ecuacion respecto de x:

F(2,y) = [ M () dac+ ¢ (1)
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donde c¢ (y) debe ser determinada. Para ello utilizaremos la segunda
igualdad y derivando en la expresion obtenida para F' (x, y):

oF

9 de (Y)
dy 9y

= N (x,
dy (x,y)

U M (x,y) d,x] +
Esto nos permite despejar el valor de ¢’ (y) y con ello:
0
c@) = [|N @) == | [ M (xy) ] | ay
Y
De esta forma, la funcién buscada es:
0
F@y) = [M @y de+ [|N @) == [ [ M (ny) e | dy
Y

Este es el método que se emplea para determinar F' (x, y) y es indife-
rente empezar el célculo de esta manera o bien con:

[N @) dy +c ()

siguiendo un procedimiento analogo al expuesto; pero intercambiando
variables. En la practica, lo mas habitual es empezar por la funcién, M 6
N, que sea mas sencilla de integrar.

Observacion
Para que los calculos realizados sean correctos se debe tener la garantia de que
la expresion:
dc(y)
dy

no depende de x ya que se integra respecto de y. Para ello derivamos respecto
de x la expresion:

9 _ _de@)
S\ G de] = N -
Derivando en los dos miembros:
9° oN (z,y) 9% (y) oM ON 9d*c(y)
M d = ’ — —_— —
oy ox U @) x] ox oy ox < oy dr OJyox
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Si aplicamos la hipétesis de partida; garantizamos el resultado

Ie) _
oy ox

que garantiza la no dependencia respecto de x de:

dc (y)
oy

2.5.5. Resolucion de las ecuaciones diferenciales exactas

Dada una ecuacion exacta, para encontrar la solucion se seguiran los pasos
indicados en la demostracion anterior, donde se ha establecido como encontrar
la funciéon F (x, y).

La funcién asi determinada verifica que su diferencial total es nula, por lo
que la solucién se expresa: F (x, y) = K.

2.6. Factores integrantes

En este apartado vamos a estudiar aquellas ecuaciones que no cumplen las
condiciones necesarias para ser exactas; pero que se pueden convertir en ellas.

Supongamos una ecuacioén para la cual no se verifica la igualdad de las deri-
vadas parciales cruzadas (normalmente se trataran aquellas ecuaciones en las
que las expresiones de estas derivadas sean parecidas). Es entonces interesante
encontrar una expresion que multiplicindola por la ecuacién la transforme en
una ecuacion diferencial exacta. Estas funciones reciben el nombre de factores
integrantes.

Nota
En general, los factores integrantes son funciones de x e .

2.6.1. Calculo de factores integrantes

;,Como calcular los factores integrantes? No es ésta una tarea facil, ya que el
caso general implica resolver una ecuacion diferencial en derivadas parciales,
por lo que se estudiaran los casos mas sencillos.

A. Factores integrantes para ecuaciones de variables separadas.
Las ecuaciones de variables separadas

F@) G dr+H@)P Y dy=0
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pueden tratarse como ecuaciones de factor integrante:

1

YT

(término por el que se divide para separar las variables). Comprobemos es-
te resultado:
Si multiplicamos la ecuacién por el factor dado se obtiene:

F@) ,  PW

x dy =0
H(x) G

con lo que comprobando las condiciones para una ecuacion exacta tenemos
que:
oM 0 oN

— =0, 2T
Y ox

y la ecuacién responde a este tipo.

B. Calculo general del factor integrante.
Se quiere encontrar una funcién pu (x, y) tal que

W, M@y de+p(x y)N @ y)dy=0

y se verifique que:

(uM) _ 9 (uN)
oy ox
esto es:
Ma_u_‘_“_aﬁ:]\[a_u_k aN

Y Y ox H o

NET
ox oy

dy ox

Ed

NaLnu_MaLnu _ oM JN

ox Y Jdy ox

que es la ecuacién diferencial general de calculo del factor integrante.

Observacion
Como puede verse, el cdlculo en general del factor integrante nos lleva a resolver
esta ecuacion que resulta ser en derivadas parciales, lo cual escapa al &mbito de
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este libro. Por tanto, se estudiaran tres casos para los cuales esta ecuacion se
simplifica.

B.1. Si el factor integrante @ = (2, y) depende de una expresiéon cono-
cida de x ey, 2z (2, y), tal como pu=p(ry) o Uu=u@+y)),
donde z (x,y)=2y o z(x y)=2+y; entonces U se determina
de la siguiente manera:

Llamamos 2 =2 (x, y) ala expresion de x e y de la que depende el
factor integrante:

H=pE@y)=u®

Llevamos este cambio a la ecuacion general de calculo del factor inte-
grante. Para ello, aplicando la regla de la cadena, tenemos que:

dlnu _dLnp oz
ox dz ox

dlnu _dLnp dz
oY dz dy

Y sustituyendo en la ecuacién general:

Naan. _MaLnu _ oM  oN

ox oY oy ox

n4lnp 0z, dinp 0z oM oN
dz ox dz dy dy ox

N9 _ 0% |dlnp M oN
ox dy | dz Jdy ox
En esta tultima ecuacién diferencial, todos los términos son conocidos.
Los agrupamos de forma que se pueda escribir:

0z 0z oM oN
N=-M=Z=h — =
™ 3 (2, o om g(2)

Y finalmente obtenemos una ecuacion diferencial en variables separa-
das que se resuelve como ya sabemos:

dlnp

7 () dz

g (=)
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B.2. Una ecuacion diferencial posee un factor integrante de la forma
p=pu (x) silaexpresion:

M _av

dy ox
N

unica y exclusivamente depende de la variable x. Veamos por qué:

Supongamos que [ depende Unicamente de la variable x: W (x). La
ecuacion de cdlculo general del factor integrante queda para este caso:

oM _ N
yolnu oM oN. olnu _ 9y ow

or  dy ox’ ox N

=g(x)

que es una ecuacion en variables separadas.

B.3. Si el factor integrante sélo depende de y: W (¥), razonando andloga-
mente, éste se calcula seglin la siguiente ecuacion:

ydLnw N _am
oY ox dy

Asi, una ecuacion diferencial ordinaria admite un factor integrante que
depende sélo de ¥ si la expresion

oN oM

ox oy
M

s6lo depende de la variable y.

2.6.2. Resoluciéon de ecuaciones mediante factores integrantes

De esta manera, para resolver una ecuaciéon por medio de un factor inte-
grante se seguiran los siguientes pasos:

— Encontrar el factor integrante.

Multiplicar la ecuacién por él.
— Verificar que la nueva ecuacion es exacta.

Resolver la ecuacién segun el método indicado para las ecuaciones dife-
renciales exactas.
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2.7. Ecuaciones lineales

2.7.1. Definicion. Ecuacioén lineal

Como se ha definido en el primer capitulo, una ecuacion lineal de primer or-
den es aquella que responde a la forma:

@ +p @y @ =r@)

o de forma mas general:

s@yY @ +h @y @ =9 @) con s(@)#0
Existen dos tipos de ecuaciones lineales:

a) Si 7 (x) =0 laecuacion se denomina homogénea.

b) Si 7 () #0 se denomina no homogénea o completa.

Ejemplos

La ecuaciéon ¥ + (senx + cosx) ¥y =0 es una ecuacién diferencial ordina-
ria lineal homogénea de primer orden y la ecuacion

y + (senx +cosx)y=a"+1

es una ecuacion lineal completa de primer orden.

2.7.2. Ecuaciones lineales homogéneas

La resoluciéon de este tipo de ecuaciones no es nada nuevo en la teoria de
ecuaciones diferenciales estudiadas hasta ahora, ya que es inmediato comprobar
que una ecuacion lineal homogénea, de la forma » +p (x) ¥y =0 corresponde
al tipo de ecuacion de variables separadas:

Separamos las variables: dy/y = —p (x) dx e integramos:

j%:‘jp(x)dx =3 Lnyz—jp(x)dx+0 o y(x):Ke—Jp(x)dx

Nota

Senalaremos que ha podido omitirse la funcién y =0 que es solucién de la
ecuacion lineal homogénea (se denomina solucioén trivial) pero puede observarse
que no se ha perdido, ya que se obtiene para el valor K = 0.
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2.7.3. Teorema de estructura del conjunto de soluciones de la ecuacion
lineal homogénea

El conjunto de soluciones de una ecuacion lineal homogénea de primer or-
den tiene estructura de espacio vectorial de dimensiéon uno (orden de la ecua-
cion), siendo la base de dicho espacio una solucién no trivial de ella.

Nota
Este resultado se extendera a ecuaciones de orden superior (ver capitulo 3).

Observacion
Probaremos que la combinacion lineal de dos soluciones de una ecuacion de este
tipo vuelve a ser solucion de ella. Como consecuencia, bastara conocer una solu-
cion (distinta de la trivial) para generar cualquier solucion de la ecuacion:

Si y, (@) #0 es solucién de la ecuacion y” +p (x) y =0, la solucion ge-
neral se escribe como: y (x) = ky, (x).

Supongamos entonces que ¥y, (x), ¥, (x) son soluciones cualesquiera de
Y +p@y=0. Tomemos o, B niumeros reales. Debemos demostrar que
oy, + By, vuelve a verificar la ecuacion. Para esto sustituimos en ella:

Y=oy, + Pys
Y=oyl + Pys
En la ecuacién:
oy + Bys + 0 (@) o, + Byel = o [yl +p (@) yil + B Yz + 0 (@) vl
que por ser ¥, e Y, soluciones de la ecuacién homogénea resulta:
o0 +B0=0

De esta manera se verifica la ecuacion y queda probado el resultado.

2.7.4. Solucién de una ecuacion lineal completa

Para la resolucion de este tipo de ecuaciones y’ +p () y =7 (x) estable-
ceremos el siguiente resultado:

La solucién general de una ecuacion lineal completa puede escribirse co-
mo suma de la solucién general de la ecuacion homogénea asociada mas
una solucion particular de la ecuacion lineal completa.

Demostracion
Consideramos la ecuacion " +p () y =7 (x) y una solucién particular de
ella vy, (¥).
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Sea la ecuacion lineal homogénea asociada a la ecuacién anterior
¥ +p (@) y = 0. Sea su solucion general Ky, (x). Tomemos

y () =y, + Ky,

y verifiquemos que cumple la ecuacién completa:

’ ’ ’
Y =y + Ky,
en la ecuacion:

i+ Kyo+p @) [y, + Kyl =1+ p (@) yy + K [yo + 0 () Yol
que por ser y, solucién de la completa e y, de la homogénea resulta:
r (@) +KO=r(x)

con lo que se demuestra que se verifica la ecuaciéon completa.

2.7.5. Resolucién de una ecuacion lineal completa

Dada una ecuacion lineal completa, empleando los resultados anteriores, los
pasos a seguir para su resolucion son:

— Resolver la ecuacion lineal homogénea asociada y obtener su solucién ge-
neral.

— Encontrar una solucion particular de la completa.

— Escribir la solucién general de la completa como suma de ellas.

Nota

Puede apreciarse que es necesario un método que permita determinar una solu-
cién particular para una ecuacién completa dada. Esto quedara resuelto por el
método de variacién de las constantes. Por otro lado, un segundo método de re-
solucién de la ecuacion lineal completa consiste en calcular un factor integrante
de ella. Estos dos métodos de resolucion, que se exponen a continuacion, reali-
zan los pasos anteriores directamente.

A. Método de Lagrange o de variacion de las constantes:
Este método consiste en suponer que la soluciéon general de la ecuacion li-
neal completa es de la misma forma que la solucién general de la lineal ho-
mogénea asociada; pero suponiendo que la constante es una funcion de la
variable independiente. De este modo, dada "+ p () y = (x):

— La solucion general de la ecuacion lineal homogénea asociada es:

Y@= ke )7
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— Suponemos que la solucién general de la completa es de la forma:

(x) dx

Y@= K@el”

— Determinamos la expresion de K (x) imponiendo que y (x) sea,
efectivamente, solucion de la completa.

B. Factor integrante para ecuaciones lineales completas de primer orden:
Por otro lado, puede tratarse la ecuacion diferencial lineal completa de pri-
mer orden ¥ +p (x)y =7 (x) como una ecuacién que admite un factor
integrante de la forma:

p(ay = el

Resultado que puede comprobar el lector facilmente.

2.7.6. Ecuaciones reducibles a lineales

Se van a estudiar algunos tipos de ecuaciones diferenciales que no siendo li-
neales se reducen a ellas mediante una transformacién adecuada.

A. Ecuaciones del tipo Bernouilli:
Llamamos ecuacién de Bernouilli a la ecuaciéon de la forma:

y+p@y=r@y oe R

— Si =0 laecuacion es lineal completa.
— Si a=1 laecuacién es lineal homogénea.

Para resolver una ecuacion de Bernouilli se emplea la siguiente técnica:
Dada la ecuacion ¢ +p () y =7 (x) y* con o#0,1, el cambio de va-
riable % =y'~* convierte la ecuacién de Bernouilli en lineal completa de
primer orden en la variable .

De esta forma, la resolucioén de este tipo de ecuaciones se hard segun los si-
guientes pasos:

— Realizar el cambio de variable.
— Resolver la ecuacién lineal en w.
— Deshacer el cambio.

Ejemplos
Las ecuaciones diferenciales ordinarias:

Y +y = ay’ y+ZL = ynx
X

son de tipo Bernouilli.
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B. Ecuaciones de tipo Riccati: Son ecuaciones diferenciales de la forma:

V=p @y +q@y+r@

— Si p(x) =0 laecuacion es lineal completa de primer orden.
— Si r(x) =0 laecuacién es de tipo Bernouilli.

Dada ¥ =g(x) solucion particular de esta ecuacion, la transformacion:
1
y=g@+—
U

convierte la ecuacion de Riccati en una ecuacion lineal de primer orden en
la variable .

De esta forma, para resolver este tipo de ecuaciones se procedera segun el
siguiente método:

— Es necesario el conocimiento previo de una solucién de la ecuacion.
— Conocida ésta se realiza el cambio de variable mencionado anterior-

mente.
— Se resuelve la ecuacion lineal en w.
. 1
— Deshacemos el cambio: © = ——
y—g

Observacion

Puede observarse claramente que se estd excluyendo la posibilidad de que
y—g =0, quedesembocaen y =g, lacual es soluciéon del problema y habra
que incluirla en la solucion general.

3. OTRAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
3.1. Ecuacion de Lagrange

Esta ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria que se puede escribir de
la siguiente forma:

y=x9 @) +f W)

En este tipo de ecuaciones se emplea el cambio ¥’ = p, para obtener la so-
lucién general de la ecuacién de Lagrange en forma paramétrica. Por tanto la
ecuacion de Lagrange se escribe como:

y=x9 (p) +/®)

Para resolverla se deriva respecto de x obteniéndose:
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’ ’ d ’ d
v =p=g®+ag L+ pL
dx dx

Por tanto: p—g(p) = % (xg' (p)+ f'(p))

Y despejando: ap _ M
dr 29" (p)+ f" (D)

Como p=y y x=y"'(p) son funciones inversas, dividimos la ecua-
cién anterior por dp/dx, con lo que tenemos:

dv _ 29’ () + S () dr g . __ S
dp p-g® dp p-9(p) p-9(p)

que es una ecuacion diferencial lineal completa de primer orden en x (variable
dependiente) y p (variable independiente).

Resolviendo dicha ecuacion obtenemos x =h (p,C). Si consideramos p
como un parametro, entonces obtenemos la siguiente expresion para y:

y=h®Cg @ +f @)

sustituyendo « por x =h (p, C) en la ecuacién dada.
Por tanto las ecuaciones paramétricas de la solucién general de la ecuacion
de Lagrange son:

x=h (p,C)
y=h® g @ +f®

siendo C la constante de la familia de curvas. Cada una de las curvas integrales
se obtiene determinando el valor de C.

Como en la resolucién de la ecuacion de Lagrange se divide por dp/dzx,
entonces adicionalmente tenemos que considerar el caso en el que p’ sea cero.
Es decir, p = K. Los valores de p que seria necesario considerar serian enton-
ces las raices reales de p-g (p) =0. Por tanto, también son soluciéon de la
ecuacion de Lagrange las rectas:

y = l'g (pl) +f (pl)f (] y = xg (pn) +f (p'n)

donde p,, ..., p, son las raices anteriormente citadas.

Ejemplo
La ecuacién y =2 (p*+ 1) +p®—1 es de Lagrange.
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3.2. Ecuacion de Clairaut

Si en la ecuacion de Lagrange tenemos g (p) =p, entonces la ecuacion
y=xp +f(p) se llama ecuacion de Clairaut. Al ser un caso particular de la
ecuacion de Lagrange se resuelve de modo similar a aquélla. Por tanto, se deriva
respecto de x:

dy dp ., . dp
——=p=p+trxr—+ —
it i U S (p) T
Por tanto: [x+ [ (p)]d—p =0
dx

Entonces, o bien dp/dx =0, obien x+f"(p) =0, es decir x=-f"(p).

Si dp/dx =0, porlotanto p=C ylasolucién general de la ecuacién de
Clairaut es la familia de rectas:

y=Cx+f(C)

En el caso de que x=-f"(p), entonces tomando p como parametro, la
ecuacion de Clairaut tiene una solucién singular que es:

x=-f" (p); y=—=of" ®) +f®)

Esta solucion, graficamente, es la curva envolvente de la familia de rectas
y=Cx+f(C).

Ejemplo

La ecuaciéon vy =xp + p* -7 es una ecuacién de Clairaut.

Nota

Las ecuaciones x =x (p, C), y =y (p, C) constituyen la soluciéon general de
las ecuaciones de Lagrange y Clairaut expresada en forma de ecuaciones para-
meétricas, siendo p el parametro y C la constante de la familia.

Por ser la solucion general verifican que:

M (x, y) dx + N (x, y) dy =
=M (x @ O,y @ O)x" (p, C)dp +
+N @@ O,y ( O)y (p C) dp.
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4. ALGUNAS APLICACIONES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

4.1. Problemas de trayectorias

Sean y=f(x, C)), y=g9g (x, C,) las ecuaciones de dos familias de curvas,
dependientes cada una de un parametro. Si cada curva de la familia y =f (x, C))
corta bajo un angulo constante a todas y cada una de las curvas de la familia
y =g (x,C,) yviceversa, entonces cada curva de cada familia se llama trayecto-
ria de la otra familia. En el caso de que las curvas se corten en angulo recto se
denominan familias de trayectorias ortogonales.

En el caso general de trayectorias oblicuas, partimos de la familia de curvas
y =f (x,C)). Para determinar las trayectorias a o° a esta familia de curvas y te-
niendo en cuenta los angulos mostrados en la figura adjunta, se tiene:

y=g,c,)
y=fc)

o+pP+0=180°; v+ 6 =180°; luego oa+PB=vy

Como tgB=f"y tgy=g’, entonces:

tgy—-tga
gh=tg(y-o) Tty a0
. ,_ 9 —tgo .
es decir: N 114 tg0 ™

Por tanto, a partir de la ecuacion de la familia y =f (x, C,), obtenemos su
ecuacion diferencial & (v, y,y") =0. Y la ecuacion diferencial de la familia de
trayectorias a o° a la familia y =f (x, C;) es:

h(l‘, Y, ﬂj:o
1+y’tga



ECUACIONES DIFERENCIALES 57

sustituyendo en la expresiéon & (x,y,y") =0, ¥’ por la expresién (*). Se re-
suelve esta ecuacion y se obtiene y =g (¥, C,), familia de trayectoriasa o’ a
la familia y =f(x, C,). En el caso de que se quieran calcular las trayectorias
ortogonales, entonces el cambio que se realiza en h (x,y,y) =0 es y” por
~1/y.

Ejemplo

Sean las circunferencias concéntricas centradas en el origen de coordena-
das. Se observa facilmente que las rectas que pasan por el origen constitu-
yen trayectorias ortogonales para la familia.

90°

En este caso, encontrar las trayectorias ha sido geométricamente obvio. Pa-
ra situaciones mas complicadas se hace necesario el método analitico de
calculo expuesto anteriormente.

4.2. Problemas geométricos

Como ya se ha comentado anteriormente, la ecuacion f (x,y, C) =0 refe-
rida a un sistema de ejes rectangulares representa para cada valor de C una cur-
va plana, es decir, es una familia de curvas dependiente del parametro C.

Si eliminamos C en la ecuacion de la familia obtenemos la ecuacion diferen-
cial de lamisma & (x,y,y) =0, obien ¥ =g (x,y). La pendiente de la rec-
ta tangente a la curva integral de la ecuacién dada en el punto (¥, y) viene da-
dapor g (x,7) paratodo (x,y)e R Por tanto, aquellos problemas geomé-
tricos en los que intervenga el valor de la pendiente a una curva en cada punto,
daran lugar a ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
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5. APENDICE: ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

5.1. Ecuaciones del tipo y” =f (x)
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden del tipo:

Y _ s

dx

es decir, aquéllas donde no aparecen explicitamente ni la variable dependiente ¥
ni la primera derivada y’, se resuelven segin el método descrito en el punto 2.1.

De este modo, la solucion general se obtiene integrando dos veces en la
ecuacion dada. Por tanto:

%:Jf(x)derK; y@ = [[[ s v+ k]dw+c

Ejemplo
Se puede resolver segin este método la ecuacion diferencial:

d*y

y — =42’
x

5.2. Otras ecuaciones diferenciales de segundo orden

En este apartado nos vamos a referir a las ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden de los siguientes tipos:

d2
a) w§=fw>
d’y dy
R S
X X

2
) dy:f[y,d—y)

Ejemplos
Un ejemplo para cada uno de los tipos anteriores es:
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2

d’y
a) =4y +seny
dx*®
2
B S SRy
dx dx
d*y dy
¢ CI 14|
) YV (dxj

Estos tres tipos de ecuaciones se resuelven reduciendo el orden de la ecua-
cién por medio del cambio de variable:
dy
dx

2z =

Esta reduccion de orden es directa en las ecuaciones del tipo b, donde la
ecuacion se transforma en:

dz
P J(x,2)

En cambio, en las ecuaciones de los tipos a y ¢, para resolver la ecuacion
hay que considerar la ¥ como la nueva variable independiente, de modo que el
cambio 2z =dy/dx se completa con:

dx® dx dy dx dy

Por tanto, al realizar el cambio de variable en las ecuaciones de los tipos a 'y
¢, quedan las siguientes ecuaciones de primer orden:

dz dz
z@—f(y), Zd—y—f(y,z)

Se resuelve la ecuacion correspondiente de primer orden y luego se desha-
ce el cambio de variable realizado.
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Problemas resueltos

Resolver la ecuacion diferencial: y’ = cos 3x + 5.

La ecuacion se puede resolver integrando directamente de la siguiente for-
ma:

de = J(cosSx+5)dx = Jcos3xdx+j5dx

Con lo que la solucién general de la ecuacion dada es la familia de funcio-
nes:

= _ser;&x +bx+C

Integrar la ecuacion y” = e*.

Observamos que se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden de
la forma y” =f (x), por lo que se resuelve con el mismo método del problema
1 integrando dos veces consecutivamente.

Integrando una primera vez se obtiene: ¥y’ =¢* + C,.

Volviendo a integrar obtenemos la solucion general de la ecuacion plan-
teada:

y=e"+Cua+C,

Resolver la ecuacion: (1 +e* ) yy =e*

Se trata de una ecuacién en variables separadas, por lo que éstas se separan
dividiendo entre 1 + e":

yy' = ¢ 4 yd—y— c = ydy:[le de

Cl+e” dx  1+e”

Integrando en los dos miembros:
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[yay = j[lijdx

Se obtiene la siguiente solucion general:

yz
5 =Ln(l+e”)+C

Para tener la seguridad de que ésta es la solucién general, debemos cercio-
rarnos de no haber excluido ninguna solucién. Se nos pudo quedar en el camino
la posibilidad 1 +e* =0, lo cual no puede ocurrir ya que la funcién exponen-
cial nunca toma valores negativos. Por tanto, no se ha excluido ninguna solucion.

De este modo la solucién general del problema es:

2
%:Ln(l+e”)+(] o yr=2ln(d+e)+K

Integrar la ecuaciéon (x -4) y*dx -x® (y*-3)dy = 0.

Observamos que responde a la forma general de las ecuaciones de variables
separadas. Por tanto, separamos las variables dividiendo entre y*x*:

x34dx—y 48dy=0 = x34dx=y 43

X Y & Y

dy

Integrando en cada miembro se obtiene:

1 2 1 1
Cuya solucion es: -——+t—=+———=C

Hemos podido excluir los casos en que y'2°=0 = y =0, x=0.

Sustituyendo en la ecuacién, observamos que y =0 es soluciéon y que no
esta entre las dadas anteriormente para ningun valor de la constante C, luego
habra que incluirla. De esta manera, la solucién general de la ecuacién es:
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Resolver el problema de condicion inicial:

x-Dy'dx-x> @y -3)dy=0; y(H=1

De todas las soluciones posibles al problema, queremos la que pasa por el
punto de coordenadas (1, 1). Obtenida la solucién general de la ecuacién (ver
ejercicio 4) debemos fijar el valor de la constante C con la condicion senalada:

1 2 1 1
D=1 & —--+—+--—=C
vy [RETANTEE

Con lo que el valor de C es 1. Como la otra solucién y =0 no pasa por el
punto (1, 1), la tinica solucién para este problema de Cauchy es:

I3 Resolver la ecuacién diferencial (x2 - 3y?) dx + 2xy dy = 0.

Veamos que responde al tipo de ecuacién diferencial homogénea, en este
caso:
M, p)=2"=3y% N y) =2y

Puede comprobarse que ambas son funciones homogéneas de grado dos,
por lo que la ecuacion es homogénea. Realizamos el cambio de variable indicado
para este tipo de ecuaciones:

Yy=ur = dy=xdu+udxr
Sustituyendo en la ecuacién este cambio:
22 (1-3u?) do + 2*°2u (w dx + 2 du) =0
Dividiendo entre x*:

(1-3u%+2u®) dx + 2uxr du =0
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Ecuacién que responde al tipo de variables separadas.
Separamos las variables dividiendo entre (1 — %)

d Zuzdu=0 = d—x=— 2u du
x  1-u X 1-u

Integrando la ecuacion:
Inlzl=Lnll -4l +C & =K1 -u?
Se deshace el cambio u = y/x:
r=K[1-(wx)? < Kri’=2"-y°

Para verificar si es ésta la soluciéon general, debemos comprobar si se ha ex-
cluido alguna soluciéon por las operaciones realizadas para llegar a la soluciéon ob-
tenida. Se dividié por la cantidad (1 -«%) 2, lo que no permite las posibilida-
des: x=0, 1-u?=0.

1-2uH=0 & u=1 © y==x

Si volvemos a la expresion de la solucién encontrada Ka®=x*—y* verifica-
mos que estas funciones se encuentran en ella para el valor de K =0. Son, por
lo tanto, soluciones; pero no las hemos excluido. De esta forma, la solucién gene-
ral de la ecuacion es:

2

Ki® =2*—y

Resolver la ecuacion (x +y -2)dx + (x -y +4) dy = 0.

Esta ecuacion responde al tipo de reducible a homogénea. Tomemos las
rectas:
x+y—-2=0, x-y+4=0

Puede comprobarse (resolviendo el sistema) que se cortan en el punto
(-1, 3) conlo que el cambio adecuado sera:

x=X-1 = dr=dX
y=Y+3 = dy=dY
Sustituyendo las expresiones en la ecuaciéon obtenemos:

X+YNdX+X-Y)dY=0 Ecuacién homogénea en X, YV
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Para resolverla, seguimos el método explicado anteriormente para este tipo
de ecuaciones, y realizamos el siguiente cambio:

Y=uX = dY=udX+Xdu
Lo llevamos a la ecuacion:
AQ+2u-uHdX+X 1 -w)du=0
Obtenemos una ecuacion de variables separadas. Dividiendo por:
Q+2u-u*)X

X __-0-w
X  1+2u-u®

Resolvemos integrando la expresion obtenida:
IniXl+1/2) Inll +2u - =K & XA +2u-u)"=C
Deshaciendo los cambios realizados:
u = YIX, X=x+1 Y=y-3

obtenemos como solucién la familia de funciones:

2
e+t |1+24=3 (223 |_¢
x+1 x+1

Para poder hablar de solucion general al problema debemos verificar si se
ha excluido alguna solucién. Esto pudo suceder al dividir por (1 + 2u —u%) X,
donde no se permiten las posibilidades:

a) (1+2u-u* =0 cuya solucién en la variable w es: u =1% \/5; y en
la variable y: ¥y = [1 + \/5] X+ [4 * «/5]
b) X =0 queimplica que x =-1

Sustituyendo en la ecuacién podemos comprobar que no son solucién, con
lo que la familia dada es la solucién general.
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Bl Integrar la ecuacion (x +y - 1) dx + (2x + 2y - 1) dy = 0.

Observamos que en este caso, la ecuacion es reducible a homogénea donde
las rectas: x+y—-1=0, 2x+2y—1=0 son paralelas, con lo que el cambio
adecuadoes u=x+y 0 u=22x+ 2y.

Tomemos u =x + ¥y, con lo que trabajamos con las variables:

X =x
y=u-x = dy=du-dx
La ecuacién se convierte en:
u-Ddr+QCu-1)[du-dr)=0 & -udr+ Cu-1)du=0
Ecuaciéon de variables separadas

Dividimos por v para separar las variables:

2u_lalu:O = dszdu—idu
U U

—dx +

Integrando: x=2u-Lnlul+C
Deshacemos el cambio realizado u =x + y:
x=2@+y)-lnlx+yl+C
Se comprobard si se ha eliminado alguna solucién al dividir entre :
u=0 & y=—-x

Sustituyendo la funcién ¥ = -2 en la ecuacion de partida se observa que
la verifica. Con ello la solucién general del problema es:

x=2@+y) -Ilnlx+yl+C

y=-—x

EJ Encontrar la solucién general de la ecuacién:

Bx>+4xy)dx + (2x> +2y)dy =0

Verificamos que la ecuacion es exacta:
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N _ d(22° +2y) _
ox ox

oM _ d(32% + 4xy) _

4 .
v oy oy

4z

Por tanto, existe una funcion F (x, y) tal que
AF = (32° + 4ovy) do + 22°+ 2y) dy <

a—F:3952+4:)cy; a—F:2962+2y
ox oy

Elegimos cualquiera de las igualdades, por ejemplo la primera, e integra-
mos:
3 2

+4y%+d)(y) =2° +22%y + ® (v)

F(x,y) = J(3x2 +4xy)dx = 3z

Para encontrar @ (y) igualamos la derivada respecto de y de esta funcion
F (x, y) determinada, con N (x, ¥):

a—F:2x2+2y:2x2+@ = @:221
dy dy dy

Integrando la expresién se obtiene el valor de @ (y) =y? + C. Con esto, la
funcion buscada es:
F,y=2"+22y+y*+C

Y la solucion general de la ecuacion diferencial es:

2+ 2% + P =K

Resolver la ecuaciéon diferencial y>+ (xy +1)y’ =0, sabiendo
que admite un factor integrante que es funcion de xy.

La ecuacion es: yvdr + (wy + 1) dy =0
Donde M (x, v) = o*
N y)=ay +1

Como el factor integrante sabemos que depende de xy, hacemos z =xy,
por tanto W= (x-y) =u (). Aplicando la regla de la cadena:
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dlnp _dLnp dz _ dLnp
ox dz ox dz

dlnp _dlnp dz _ dLnp
oY dz oy dz

X

Y sustituyendo en la ecuacién general del factor integrante:

oLnp dlnu oM ON
N -M == 2
ox Y dy ox

dLn dLn
(zy +Dy -
dz d

=2y-y=y

Simplificamos y agrupamos términos realizando el cambio 2z = xy:

dLnM(xy+1—xy) =1
dz
—dLn“:I; dlLnp =dz
dz

Integramos y deshacemos el cambio:
Inp=z2 = p=p® =€
L=p (@ y) =e”
Multiplicamos la ecuacion por el factor integrante e*:
ye” dr +e” (vy + 1) dy =0

Comprobamos que ahora la ecuacion si es exacta:

M _ oy 4 yPay = 2
oy ox

Resolvemos la ecuacién con la técnica habitual y obtenemos la solucion
general:

ye™” =C

Observacion
La ecuacion también admite un factor integrante que es sélo funcién de y

w=u
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Resolver el problema de Cauchy

+1Dy +4xy =0
y(2)=1
Observamos que se trata de una ecuacion lineal homogénea de primer or-
den. Buscamos primero la solucién general separando las variables:

[ 4x dr ,
y@)=Ke " o y@=K?"" o y)=

K
(2 +1)*

La solucién particular que buscamos es la curva que pasa por el punto (2,1).
Para obtenerla, imponemos a las funciones encontradas que pasen por €l.

y@=1=—1 & k=%

@* +1)?
La solucién al problema de Cauchy es la funcion:

25

y(x)zm

Encontrar la solucion general de la ecuacion y’ + 2xy = 4x.

Se trata de una ecuacion lineal completa de primer orden. Por tanto, tome-
mos la homogénea asociada " + 2xy = 0.
La solucion general de esta ecuacion es:

(2) dx

Yy = Keijp S y= Ke™

Aplicando el método de Lagrange, suponemos que la solucién de la comple-
ta es:
y=K@e"

Por tanto, como es solucién ha de verificar la ecuacién. Calculamos:
v =K () e™ 22K (x) e

y sustituimos en la ecuacién y’ + 2xy = 4
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v =K X) e —2K @) e” + 22K () e = dv
KXe " =dr & K@) =4 o K@) =2"+C

De esta forma, la solucién se escribe como:

y@)=K@e” o y=[2"+Cle"=2+Ce”

Observacion
Puede comprobarse que:

— y =2 eslasolucién particular de la ecuacién completa, obtenida por el
método de Lagrange.

— y=Ce™ eslasolucién general de la homogénea asociada, como ya ha-
biamos calculado.

Resolver el problema de Cauchy:

F+1Dy +4xy=x
y2)=1

Observamos que se trata de una ecuacion lineal completa. En este caso va-
mos a tratarla como una ecuacion de factor integrante, por lo que vamos a multi-
plicar la ecuacion por el factor integrante indicado en el apartado 2.7.5 (B).

Normalizamos la ecuacion:

, dx X
Y+

x2+1y x%+1

El factor integrante es:

J. 4z dx
eJ.p(x) dw e 22+1 = eZLn(xZH) = (Q’,‘z +1)2

Multiplicamos la ecuacion por el factor integrante:

y @ +1)?+doy @+ D=0 @*+1) o

[doy P+ D) -2 @+ D]do+ (% + D*dy =0

Comprobamos las condiciones para que la ecuacion sea exacta:
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aﬂ=490(902+1); (—;ﬂ=4x(x2+1)
x

dy

Con ello, aplicando el método estudiado para este tipo de ecuaciones se ob-

tiene la solucién general:
4 2
9 9 x x
r+D)y—-—-—=K
( )"y R

Imponiendo la condicién inicial del problema y (2) =1 se fija K =19:

4 xz

(x2+1)2y—%—?=19

Resolver la ecuacién y’ +y = xy°.

Es ésta una ecuacion del tipo Bernouilli para p = 3. Seguiremos los pasos
indicados para su resolucion:

1°. Tomamos: u=y "=y

Con ello: w==2y0"y o y=

2°. Realizando el cambio de variable en la ecuacion tenemos:

7,3

—uy 3
+y=x
5 Yy Y
Multiplicando por >
_72“6 +tyP=x o u-2u=-2x

la cual es una ecuacion lineal completa en u (x), que al resolverla
nos da la solucion:

u(x):x+%+082“

3°. Deshaciendo el cambio: % =y, la solucién al problema queda:
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y’2=x+l+062“, iz=x+l+Cez‘”
2 Y 2

Observacion
Es importante sefialar que por los cambios realizados hemos podido excluir la
posibilidad y =0, que es solucion de este tipo de ecuaciones. Por tanto, habra
que incluirla.

La soluciéon general de la ecuacion dada es:

i—90+%+Ce“; Y

y:

Il
o

Encontrar la solucion general de la ecuacion

y=y>-2xy +1+x®

Puede verificarse que responde a una ecuacién de tipo Riccati. Lo primero
serd encontrar una solucién particular de ella. Pruébese que y =« verifica la
ecuacion y, por lo tanto, es una soluciéon particular. De este modo, siguiendo los
pasos indicados en el apartado 2.7.6 (B):

1°. Realizamos el cambio y =g(x) + 1/u. En este caso g(x) = x:

1
y=x+— o y =1-
U

2°.  Sustituyendo en la ecuacién:

, 2
l—u2z(x+lj —2x[x+ij+l+x2 o uw=-1
u u u

(expresion a la que se llega desarrollando las operaciones y multipli-

cando la igualdad por %?).
3°. Esta es una ecuacion lineal en %, mas sencillamente una ecuacién de
variables separadas. Resolviéndola:

u=-x+0C
4°. Deshaciendo el cambio: u = 1/(y — x):

l=W-2) (C-2)
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5°. Anadiendo la solucién que perdemos con las transformaciones, la solu-
cion general de la ecuacion dada sera:

1=w-2) (C-x); y=x

Obtener la solucion general de la ecuacion:

(l+y4Lnx)dx—dy=0
3x

Expresamos la ecuacion como y’ — Si =y*Lnx observandose que se tra-
x

ta de una ecuacién de Bernouilli con p =4. Se realiza el cambio de variable:
1-4

_ — 3
u=y =y
Llevando este cambio a la ecuacion se obtiene: w’ + w/x =—-3Lnx que es
una ecuacion lineal completa de primer orden.

— Resolucién de la lineal homogénea asociada:
Separando variables e integrando, la solucién general es ux = C.

— Resolucioén de la completa:
Aplicando el método de Lagrange, suponiendo que la solucién de la ecua-
cién completa es de la forma: ux = C (), sustituyendo esta funcién en
la ecuaciéon queda:

2° 2°
C'(x)=-3xLnux; C(x):;{?]mx_j}rg

Sustituyendo esta expresion en ux = C (x) se obtiene la solucién gene-
ral de la ecuaciéon como:

u(x) =

Sélo resta deshacer el cambio:

y:
3x 1| K
3 —|Lnx — - |+ —
\/ 2 { 2} x
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Obtener la expresion de la familia de trayectorias ortogonales a la
familia de curvas y = Cx®.

1°.  Calculo de la ecuacion diferencial asociada a la familia dada:
y = Ca% Yy’ = 3C2".

Entre estas dos ecuaciones se elimina la constante C, quedando:

Yy =3=
X

2°. Ecuacién asociada a las trayectorias ortogonales:
Se busca la familia de curvas que verifique
, x

y=—@

3°. Resolucién de la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales:
La ecuacion planteada es de variables separadas: 3y dy = —x dx, inte-
grando se obtiene:

xZ

2
LA A G 22 +3y* =C
2 2

Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencias
cuyo centro esta situado en el eje OX y son tangentes al eje OY en el
origen.

La familia dada es: (x —a)®*+2*=a? aec R.
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1°.

2°.

3°.

Calculo de la ecuacién diferencial asociada a la familia de circunferencias:
@-a)+y*=d
Derivando implicitamente: 2 (x —a) + 2yy’ =0
Se elimina a entre las dos expresiones obteniéndose:
v -2 =2xyy o Yy =@ -2)2ry

Célculo de la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales:
Las trayectorias buscadas deben verificar que:

,_ —2xy
yz — 2

Resolucién de la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales:
Esta ecuacion puede tratarse como homogénea o como una ecuacion de fac-
tor integrante. Siguiendo este ultimo procedimiento se tiene:

vy do + (W —2®) dy =0

BM:

dy

2, —-—
ox

—2x

Busquemos un factor integrante que sélo dependa de y:

dLnp _ 1[aM BN}_ 1

Multiplicando la ecuacién por este factor se transforma en una ecuacion
exacta, como comprobamos a continuacion:

2 2 _ .2
e —
Yy Yy

dy =0

M _ 2 _aN
o y: o

Resolviendo esta ecuacion por el método indicado en el apartado 2.6 se ob-
tiene que la familia de trayectorias ortogonales pedida es:
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Pryf=Ky o 2+ @W-KR2)?= (KR

Esta ecuacién corresponde a la familia de circunferencias con centro en el
eje OY y tangentes al eje OX en el origen, como puede verse en la siguiente

figura:
y
% |

A continuacién se representan las dos familias de circunferencias en el mis-

mo grafico:
Y
@ )

Determinar k para que las siguientes familias de curvas sean orto-
gonales:

x*+y*=ch y=x+a
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1°.  Se determinaran las ecuaciones diferenciales asociadas a cada una de las fa-
milias:
a) 2+ 9" =c" Derivando implicitamente: kx* ' + ky* 'y’ = 0.
Despejando el valor de y”:

b) y=x+a. Derivando: " =1. Con lo que la ecuacién diferencial de
esta familia es: " = 1.

2°. Imponemos que para que las familias sean ortogonales deben cumplir que:
y; = -1/, es decir:

Ecuacién que se cumple si k = 1.

m Encontrar las lineas de fuerza del campo eléctrico cuyas curvas
equipotenciales son: cos y = ae™.

Las curvas equipotenciales y las lineas de fuerza de un campo eléctrico
constituyen familias de trayectorias ortogonales, por ello el problema se reduce a
determinar las trayectorias ortogonales de cos y = ae™".

Derivando la ecuaciéon: -y’ seny =—ae *. Eliminando a entre las dos
ecuaciones se obtiene la ecuacion diferencial asociada a la familia:

, _Cosy

seny

La ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales sera:

,_ —seny
cosy

ecuacion de variables separadas, integrando se obtiene la familia de las lineas de
fuerza del campo eléctrico:

-In(seny)=2x+C & Ke'seny=1 & seny=Ke”
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Resolver la ecuacion diferencial
? - kxy* - 2x) dx + (3xy® + 20x*y>) dy = 0

eligiendo un valor de k para poder hacerlo.

Veamos si la ecuaciéon es exacta:

M _ d(y® — kay® —22) _
Y Y

3y* — dkay’

ON _ 9(Bay” +202°y")

= 3y% + 40xy?
ox ox Y Y

estas dos expresiones coinciden si k£ =-10. De esta forma, eligiendo este valor
de k la ecuacién puede resolverse como una exacta. Aplicando el método indica-
do en el apartado 2.5, la solucién general es: vz + barPy? — 2% = C.

Considérese la familia de curvas que verifican que los puntos me-
dios de los segmentos de sus tangentes comprendidos entre el punto de
contacto y el eje OX describen la parabola y?=2x. Calcular de entre
todas ellas la que pasa por el punto (1, 2).

P (x,y)
y=fk)
A=(a,0) x

1°. La recta tangente por cualquier punto (x, ) de la curva sera:
Y-y=y (@) X -2x]

2°. Calculemos el punto de contacto de ella con el eje OX que serd el punto
A =(a,0):
O-y=y'la-x] & a=x-yly

3°. El punto medio entre el punto por donde se trazé la tangente (x,y) y el
punto A tendra por coordenadas:
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296—&

x’/ﬂ = ) y’l’ﬂ =

@\
NI

Dicho punto describe la parabola y” = 2x, es decir:

2
Y g U
4 Yy’

Operando resulta (y?—8x) %y’ +4y =0. Ecuacién diferencial que puede
resolverse como reducible a exacta, con factor integrante w=u ().

La solucio6n es: 4—‘75 +lny=K

De todas estas curvas interesa la que pasa por (1, 2), luego sustituyendo los
valores:
K=1+Ln2.

La curva pedida es: 4—35 +Lny=1+Ln2

Resolver la ecuacion y =x (y’ + 1) + y.

Se trata de una ecuacién de Lagrange. Realizamos el cambio #” =p, con lo
que la ecuacién queda:

y=x(p+1)+p’ €))

Se deriva en ella respecto de x:

dy dp dp
—=p=p+l+r—+2p—
dx p=p dx P dx
es decir: ap (x+2p)=-1
dx
Invirtiendo, tomaremos x (p):
ar _ -x—2p

dp
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que es una ecuacion diferencial lineal en x (p). Resolviendo por la técnica ha-
bitual se tiene:

x((@)=Ke?-2({p-1)
y volviendo a la ecuacion (1)
y=x@+1D+p5  y=Ke?"-2@-D]@+1)+p°
De esta forma la solucién a la ecuacién en paramétricas es:

x=Ke?-2(p-1)
y=[Ke"-2@-D](+1)+p°

Resolver la ecuacion de Clairaut:

y=xy+
2y

’

Se trata de una ecuacion donde es adecuado el cambio ¥y’ = p:

a
y=xp+% (1)

Derivando en esta ecuacion respecto de x:

De esta ecuacion se deduce:

a) p’ =0, esdecir;lasoluciéones p =K. Volviendo a (1):

a
=xK +—
Y 9K

b) A esta familia se debe afiadir la posibilidad x —a/2p* =0, sustituyendo
este valor de x en la ecuacién (1):

a a 2a  a
2—|——:—:—
2p° 2p 2p p

a
y=pr < DpP=—
Y
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2
con ello: x = = Yy~ =2ax

Nota

Esta solucién es una pardbola, envolvente del haz anterior, como se observa en
la siguiente figura:

y? = 2ax

Hallar las curvas tales que el producto de los segmentos intercep-
tados por cualquiera de sus tangentes sobre los ejes coordenados es
una cantidad constante K > 0.

y La ecuacion de la recta tangente a la
curva por cualquier punto (z, y) de ella es:

Y-y=y () X-2)

Los puntos de corte de esta recta con

los ejes OX y OY seran respectivamente:
y=fx

A x A=@-yly,0); B =,y -xy).

Tomemos los segmentos sobre los ejes limitados por estos puntos. Sus longi-
tudes seran respectivamente: (x-y/y) y (y—-xy’). Con ello la ecuacién
que expresa que el producto de estas longitudes es constante e igual a K es:

@-yl) Y-a2y)=K o 2xyy -y"*-y*=Ky

Llamando p =y’ la ecuacién a resolver es:
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y? - 2xpy + 2°p* + Kp = 0.

Tratando la ecuaciéon como una de segundo grado en y se tiene:

2ap * N —4K]
y=PZNTETD ; L. y=apz-Kp

Nota
Como K >0 entonces la curva tendra siempre pendiente negativa.

De esta forma, la ecuacién a resolver es vy =xp = (-Kp)"* que es una
ecuacion de Clairaut.

a) Tomemos la posibilidad del signo mas:

Yy =ap+\-Kp

Derivando respecto de « y operando:
2+/—-Kp | dx

/ . .
Por un lado p=C<0; entonces y =aC+~N—-KC . Existe ademés
una solucién singular cuyas ecuaciones paramétricas son:

K
X =——
2+-Kp
K;
y = —rP—t+-Kp
2+—Kp

Y eliminando p obtenemos la solucién singular

oK
Y 4

b) De forma analoga, para la posibilidad del signo menos tenemos como so-
lucién general:

y =xC—-~-KC, C<0
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y la misma solucién singular

x—g
Y=

De esta forma las curvas solucion son la familia de rectas

y = 2C +N-KC C<0:;

K
y las curvas xY = -

m Dada la ecuacion diferencial M (x,y)dx + N (x,y)dy =0 demos-
trar que si |, (x, y), L, (x, y) son dos factores integrantes, la solucién
general de la ecuacion es:

B _ g
My

Diferenciando la expresion dada:

B _ ¢
My
o, oy, o, o,
Moy My Naw+| Py, -y lay =0
[ax My Y Hz] x"‘( % My % Uy | QY @Y)

Como W, (%, y) ¥y W (%, y) son factores integrantes de la ecuacion, al
multiplicarla por ellos la ecuacién se transforma en exacta y cumple que:

oM (x,y) _ ON (%, y)
oy ox

que para las ecuaciones:

u“l (xi Q)M(x; y) dx+ p’l (x; Z/)N(x; Z/) dy = 0
p’2 (xi Q)M(x; y) dx+ p’Z (x; Z/)N(x; Z/) dy = 0

oM oN 9 )
se obtiene: Wy {— - —} =N Lt W Vil O @)

dy or|  ox oY
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o _av]_ o o -
oy ox ox oy

Realizamos la operaciéon: (2) w, — (3) W;:

oy, ol oy, I,
Nl =2t —p =2 |- Mg, =L —p,—=21=0 4
[l—lz o M Bx} {Hz w My €

Despejando dy/dx de la ecuaciéon (1) y M/N de (4) se obtiene que:

dy _ M

dx N
que es la ecuacion de partida.

Calcular la solucion general de:

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma
¥’ =f(y). Se realiza el cambio de variable indicado en el apartado 5.2, en las
variables 2, . La ecuaciéon dada se convierte en:

z£=4y, zdz =4y dy
dy

Integramos esta ecuacion diferencial en variables separadas:

2

2
< Yy 2 2
zdz =4y dy; —=4=—+K; 2 =4y +K
J. Iy Y 5 5 Y

y deshaciendo los cambios introducidos:

2
wy =4y* +K; d—y:i\f4y2+[(; I—‘%dy :ijdx
ax dx 4y® + K
—argsh2—£—+x+C; x:+—argsh?—g+0
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Resolver la ecuacion diferencial:

2
d’y dy
=1+|—

Aplicando el cambio indicado en el apartado 5.2 para las ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden de la forma y” =f (y,y") se obtiene:

yz% =1+2°
ay

Integrando esta ecuacién diferencial de primer orden de variables sepa-
radas:

f a— dz:jd—y; L nd+e) =Lny+Lnk
1+z Y 2

Yy

2
Ln[\l+z J:LnK = 1+2' = Ky

Despejamos la variable 2 y deshacemos el cambio:

=W ke,

i = J_rj dx

dy
J VK y? -1

—Ln|y+. y*-— |=tx+C
K [y VY K2]

Resolver la ecuacion diferencial:
2 2 3
d’y dy dy
Yy——+t\—| ===
dx? dx dx
Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden para la que es ade-

cuado el cambio 2z =%’. Con ello:

2
d’y _dz_ dz

dr?  dx dy
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Sustituyendo en la ecuaciéon dada:
yde+(-2)dy=0
que es una ecuacion en variables separadas, cuya integracion resulta:
Inz-In(1-2)+Lny=LnkK
Eliminando logaritmos se obtiene:
ye=K(1-2) © zWyW+K) =K
Deshaciendo el cambio 2 =y’ e integrando:

2

%+Ky:Kx+C

Se tira una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad ini-
cial de 39,2 m/s. ;Cual sera su posicion al cabo de 2 segundos? ;Cual se-
ra la altura maxima que alcanza?

Se aplica la Ley de Newton suponiendo que la tnica fuerza F' que actia so-
bre la pelota es la fuerza de la gravedad (se tomara ¢ = 10): F =-mg. Se to-
mara el origen del sistema de referencia en la posicién inicial de la pelota.

Llamando s (¢) ala altura en funcién del tiempo (espacio recorrido por la
pelota); la aceleracién es: a (t) =s” (t)

Asi, la ecuacion que rige el movimiento es —mg = ms” (1).

El problema a resolver es:

-10=s" (1)

s(0)=0; s”(0) =39,2

Se trata de una ecuacién de segundo orden de la forma s” =f(t) que se
resuelve integrando dos veces. La solucién general es: s (1) = —5t* + Cyt + C,,.
Imponiendo las condiciones iniciales:

s(0)=0 & C,=0
s(0)=392 < C,=392
De esta forma la solucién particular al problema planteado es:

s (1) = -bt? + 39,2¢.
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a) La posicién de la pelota a los dos segundos sera:
s(2)=-5(2)*+39,2 =192

b) La altura maxima se alcanzara en un punto critico de la funcién posicion,
es decir; donde s’ (1) = 0:

S M) =-10t+392=0 & t=392s.

Resolver la ecuacion diferencial y dx + 2x dy =0 encontrando un
factor integrante adecuado.

Esta ecuacion puede resolverse mediante la técnica de separacién de varia-
bles. Veremos que también es posible encontrar para ella un factor integrante
que la transforme en exacta.

Verifiquemos que no es una ecuacién diferencial exacta:

oN oM
9V _ o 22
ox ’ oy

Siguiendo la expresion general del calculo del factor integrante, veamos que
cuenta con un factor integrante dependiente sélo de y (ver apartado 2.6.1).

oN 3 oM
: ox Y 2-1 1
La expresion: = —
P M Y Yy

s6lo depende de y, por lo que existe un factor integrante sélo dependiente de es-
ta variable. Para calcularlo tomemos la ecuacion:

MaLnu:aN oM
Y or oy

que en este caso es:

dL—nu:l = dLnu:ldy
dy Y Y

e integrando:

JdLnuzjédy < Lnp=Lny o u=y

Al multiplicar la ecuaciéon diferencial por este factor se obtiene
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ydx +2xy dy =0

que como puede comprobar el lector facilmente es una ecuacién diferencial
exacta que se resuelve segin el método indicado en el apartado 2.5.
La solucién general es: y*r = K.

Un depésito contiene 50 litros de una solucién compuesta por 90%
de agua y 10% de alcohol. Se vierte en el depoésito a razém de 4
litros/minuto una segunda solucion que contiene 50% de agua y 50% de
alcohol. Al mismo tiempo se vacia el depésito a razén de 5 litros/minu-
to. Suponiendo que la solucion se agita constantemente, calcular la can-
tidad de alcohol que queda después de 10 minutos.

Llamaremos % () a la funcién que nos da el nimero de litros de alcohol
en cada instante. Se sabe que ¥ (0) = 5.

El ntimero de litros de solucién en cada instante ¢t serd 50 —¢, y como el
depdsito pierde 5 litros de solucién por minuto, la pérdida total de alcohol por
minuto sera:

_5
50—-1¢

Por otro lado, en el depdsito entran 2 litros de alcohol por minuto, con ello
la variacion de alcohol es:

@ 5 <:}dy 5

dt 50—1¢ di 50—¢

y=2
Ecuacioén lineal completa de primer orden, que en este caso también es de
variables separadas. Su solucién general es:

20-0 | k0-1)

y(@) = 5

Imponiendo que % =5 cuando ¢=0 se obtiene el valor de K con el que
se encuentra la solucién particular:

50—t (50—1)
t) = -20
y @) 5 50

Finalmente, tomando el valor ¢ =10, la cantidad de alcohol en el depésito
es y (1) = 13,4 lo que representa un 33% de alcohol.
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Demostrar que el cambio de variable y (x) =g (x) + u (x) trans-
forma la ecuacién de Riccati y' +a (x)y?>+b (x)y =c (x) en una de
Bernouilli en la variable u, siendo g (x) una solucion particular de la
ecuacion.

Se introducira el cambio en la ecuacién de Ricatti:
y=g9g @ +u; y=9+u
En la ecuacion:
g+u+a @ g @ +ul+b @) g @ +ul=c@);
g +d%a @) +gb @) +u +a @) U +2u]l+b @) u=c(x).
Aplicando que ¢ (x) es solucién y por ello verifica la ecuacion de Ricatti,
es decir:

g +g’a (@) +gb (@) =c (¥)
la ecuacién queda:

c@+uw+a@ut+2a@gu+bx)u=c@);
w+ 20 () g+ b ()] u =—-a (x) u?

que responde al tipo de ecuacion diferencial de Bernoulli en las variables x,
u ().
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Problemas propuestos

Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) ay = cos8x e) ay =Lnx
dx dx

b) d—yze" ) d_y= ‘1 +cosx
dx dr  2*+9

c) —=— —~=e¢" -z

) drx x & dx

d) d—yz—i+e‘”sen3x

dx x?

ﬂ Obtener la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) 2ydv+3xdy =0 Dy _9x-0
dx
N, W
b) (1+e)yd—:e e) z(x-Ddy—-ywy-Ddax=0
X
0 Yoy n A+y)+ay =0
dx dx

Dada la ecuacion diferencial:

ex:;_yz_i_%%:o
x® dx

Se pide:

a) Solucién general.
b) Solucién particular que pasa por P (1, 1).
¢) A partir de la solucién general, hallese la ecuacion diferencial.

n La velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a la
diferencia entre la temperatura 7" del cuerpo y la del aire T,=20°C. Si el
cuerpo tarda en enfriarse 20 minutos desde 100 °C a 60 °C. ;Cuanto tardara en
enfriarse hasta 30 °C?
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Obtener la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) 3e“tgydx+(@2-e")sec’ ydy =0
b) (x-2y*dr-x -Ddy =0
c) wsenydxr+(x®+1)cosydy =0

ﬂ Encontrar la soluciéon general o particular, segiin cada caso, de las siguien-
tes ecuaciones diferenciales:

2
o WS +dr+? o W __j
dv 2(y-D 1-2" 1-y°
y@=1
b d_y:ycosog O x\/1+y2+y%ﬂ+x2:0
dr 1+ 2y d
y@=1

Sea Z—i=|x|

Sea y =g (x) la solucion particular que verifica que ¢ (-1) = 7/2. Se pide:

fz g (x)dx

n Encontrar la soluciéon general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

ay _ vy
de 2% —2xy

a)

b) (@ -3y*) dx +2xydy =0

¢ wdy-ydr=~2+y®do

d) @-y-Ddr+@-4y+2)dy=0
e) Cr-y+3)dr+@+y-1)dy=0
N @+y-Ddr+Q@x+2y-1)dy =0
g) (@+y-2)dr+@-y+4)dy=0

y W_y_ =z

de x vy
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n Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) B +4axy)dr+ X +2y)dy =0
b) w+y+De"de+ (e +e")dy=0
c) 2x (ye‘”2 -1 dx + e dy =0

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) @+y)dr-2xydy=0

b) 2xyLnydr+ (@ +y* vy’ +1Ddy

Resolver (3z + 2y + ¥%) dx + (v + 4oy + by?) dy = 0, sabiendo que admi-
te un factor integrante que es funciéon de x + 2.

Resolver la ecuacién: ' Ln o — 22y° + 32%y*y" = 0.

Resolver el siguiente problema de Cauchy:

(x3+l)%+4xyzcosx; y(0) =1

Integrar:
a) y +2xy=4x

Resolver:

2) d_y_,.y:(;()sx b) d—y+y=y2(cosx—senx)

dx dx

Resolver las siguientes ecuaciones de Bernouilli:

a) d—y+y=xy5 b) d—y—y=xy5
dx dx

c) %+£:\/§Lnx
dx 2x
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Hallar las trayectorias ortogonales a:
a) La familia de hipérbolas xy = C.

b) La familia de curvas y =a% para x>0, C>0.

a) Determinar el valor de a para que las familias de curvas 7’ =Cx y
2 + ay® = C, sean ortogonales.

b) Determinar 7 para que las siguientes familias de curvas sean ortogo-
nales:
x

X + 77,=k; =
Y Y 1+ Cx

Determinar las curvas tales que la proyeccion de la ordenada de cada punto
sobre la normal a la misma en dicho punto sea constante.

Hallar las curvas que verifican que el segmento de la recta normal a ellas
por cualquiera de sus puntos comprendido entre el punto y el eje OX, es igual a
la distancia del punto al origen de coordenadas.

Resolver la ecuacién yy” + (x—y) vy —x =0

Integrar las siguientes ecuaciones:
a) y=2xy +Lny’
b) y =2y +3y”

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de 2° orden:

2
d*y d*y dy
a = xe” d = 1-|—
) dx® e ) da?® dx
b) dzy—senx e) (1+x2)ﬂ+xd—y—x
daz*® da® dx

S¥
(8]
<
—

P 2

d*y  (dy 2

C = — + | — =
) ax® y° Doy dx® (dxj Y



Capitulo 3

ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES DE ORDEN n

En este capitulo se va a estudiar un tipo muy importante de ecuaciones di-
Sferenciales por el gran nimero de aplicaciones prdacticas que poseen. Las
ecuaciones difevenciales lineales son de vital importancia en Fisica, te-
niendo especial relevancia en mecdnica y en teoria, de circuitos eléctricos.
Por tanto, estudiaremos las ecuaciones difevenciales lineales de orden Su-
perior a uno y generalizaremos los resultados y los métodos de resolucion
presentados para este tipo de ecuaciones de primer orden.

Como ya sabemos, la ecuacion diferencial lineal de orden n responde a
la forma:
(m-1

a, @)y +a, @y + e @Y +a @y =b @)

En este capitulo las consideraciones sobre los métodos de resolucion se
restringivdn, en su mayor parte, al caso en que los coeficientes a, (x) ,con
1=0,1..m, sean constantes (no dependan de la variable independiente).

1. PRIMEROS RESULTADOS Y DEFINICIONES
1.1. Definicion. Ecuacion diferencial lineal de orden n

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden m es una ecuacion en la
que la derivada 72-sima de la variable y es una funcion lineal de las demés deriva-
das y de la propia funcion y, es decir, es de la forma:

o]

n y d -1 y
dxn

n
dx" !

a, ()

+ a/“rz,—l (x)

+...+a1(x)z—i+ao (@)y =b(2)

— Si b(x) =0 sedice que es una ecuacién lineal homogénea.
— Si b (x)#0 sedenomina ecuacion lineal completa o no homogénea.
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— Silas funciones a, (x) son constantes, es decir, a, (¥) =a,€ R para
0<7<m, entonces se dice que la ecuacion lineal completa

1

a,y"+a, Y"1+ vy +ay=b @)

es de coeficientes constantes.

— Si se tiene que a, (x) =1, entonces se dice que la ecuacién estd nor-
malizada o escrita en forma normal.

Ejemplos
1) ay” +3y ' — (x +senx) y =0 esuna ecuacion lineal homogénea.
2) 2y -2 =tgx esuna ecuacion lineal completa o no homogénea.

3) 3y +23y” —12y =senx es una ecuacién lineal completa de coefi-
cientes constantes.

4) y” -y senx +xy =35-2" es una ecuacion lineal completa normali-
zada.

1.2. Definicion. Solucion general

Dada una ecuacion diferencial lineal de orden %, llamamos solucion general
de ella a toda funciéon y =g (x, C,, C,, ..., C,) que la satisface.

1.3. Definicion. Solucion particular

Se llama solucion particular de una ecuacion diferencial lineal a cualquier
funcién que la satisfaga. En general, las soluciones particulares se obtienen fijan-
do las constantes C, ... C, en la solucién general.

Observacion

Para determinar los 7 valores de dichas constantes deben imponerse n condicio-
nes, que como ya se establecié en el primer capitulo pueden ser:

— Condiciones iniciales: si se dan todas sobre el mismo punto:

Yy (X)) = Yo, Yy @) =Y, o Yyt (@) =yt

— Condiciones de contorno: si se establecen sobre diversos puntos. Por
ejemplo:

Y (xo) =Yo, Y (xl) =Y, [aS] Y (xn—l) =Yn-1
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1.4. Teorema de existencia y unicidad de soluciones para
ecuaciones lineales de orden n

Dada la ecuacién diferencial lineal de orden 7:

(-1

a, @y +a, @y ra @Y ra@y=b@

siendo b (x), a,(x), con z=1,2, ..%n ,funciones continuas en un intervalo

(a, b). Six, es cualquier punto del intervalo y si %, ¥ ,..., ¥5~' son constantes

reales arbitrarias, la ecuaciéon dada tiene una tnica soluciéon y (x) en el interva-
lo (a, b) de forma que:

Yy (@) = Yo, Yy (@) =Y, e Yyt (@) =yt

Notas

1) Obsérvese que las condiciones dadas son suficientes; pero no necesarias, es
decir, en el caso en que no se verifique alguna de las condiciones establecidas
en el teorema, no podemos conocer si existe solucién tnica o no al problema
planteado. Puede ocurrir cualquier cosa.

2) El teorema hace referencia a una solucién local de la ecuacién en un punto
determinado, no a una solucién general.

Ejemplo
Verificar si la funcion y (x) = (1/4) sen 4x es solucion del siguiente pro-
blema de condicion inicial y estudiar la unicidad para dicho problema:

¥’ + 16y =0
y(@=0, ¥y O=1

i) Veamos que la funcién verifica la ecuacion:
y = (1/4) sen 4x, Yy’ = cos 4z, Yy’ = —4sen 4x
Sustituyendo en la ecuacién:
—4sendx + 16 [(1/4) sen 4x] = —4 sen 4o + 4 sen 4o = 0

efectivamente la convierte en la identidad.

ii) Verifiquemos las condiciones iniciales:

y (0)=(1/4)sen0=0
¥y (0)=cos0=1

iii) Los coeficientes de esta ecuacién son constantes:
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a, (x) =1, a, (x) =0, a, (x) = 16, b)) =0

por lo tanto son funciones continuas en todo punto y en particular en el
cero. Se cumplen asi las condiciones del teorema de unicidad y la fun-
cién dada es la unica solucién de la ecuacion que cumple las condicio-
nes pedidas.

2. ECUACION LINEAL HOMOGENEA

En este punto se van a indicar algunos resultados importantes para este tipo
de ecuaciones diferenciales:

2.1. Proposicion

Dadas f, (®), f; (), ..., f, () funciones solucién de una ecuacioén lineal
homogénea, toda combinacion lineal de ellas:

Ch@+C fy @)+ ... +C.f, (0)

es también solucion de dicha ecuacion.

Observacion
La verificacion de que toda combinacion de soluciones de la ecuacion vuelve a

ser solucion de ella es andloga a la que se hizo para el caso de ecuaciones linea-
les de primer orden.

Nota

Obsérvese que la funcion y =0 es siempre solucion de las ecuaciones lineales
homogéneas. Recibe el nombre de solucion trivial.

2.2. Definicion. Dependencia e independencia
lineal de funciones

Dadas n funciones f; (), con 7=1,2, .., n, definidasen [a, b], diremos
que son linealmente dependientes en el intervalo [a, b], si existen unas constan-
tes C;e R deformaque C,fi+Cyfs+..+C,f,=0 conalginC,;#0, para
todo x € [a, b].

Si para que se verifique la relacion anterior han de ser todas las constantes
C; nulas, entonces se dice que las 7 funciones son linealmente independientes
en el intervalo [a, b].
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Ejemplo

Las funciones f; @)=« y f, (x) =2 son linealmente independientes
en [1,2], como puede comprobar el lector facilmente, mientras que
i) =2 y f, (@) =2x son linealmente dependientes en [1, 2].

2.3. Teorema de estructura del conjunto de soluciones de la
ecuacion lineal homogénea. Sistema fundamental

El conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea tie-
ne estructura de espacio vectorial de dimensién 7 (orden de la ecuacion). De es-
ta forma, una ecuacion lineal homogénea tiene siempre 7 soluciones linealmente
independientes, f; (), con %¢=1,2,..,m, que constituyen la base de dicho
espacio vectorial. Por tanto, cada solucion f (x) de la ecuaciéon dada se puede
representar como combinacion lineal de las funciones f; (x):

lel (x) + CZfZ (x) + ...+ C’nf‘n (x)

mediante una adecuada eleccién de las constantes C,.

Al conjunto de las 7 soluciones linealmente independientes de una ecuacion
diferencial homogénea se le llama sistema fundamental de soluciones de dicha
ecuacion.

Nota

Verificar que unas funciones solucién de una ecuacién lineal homogénea son li-
nealmente independientes a partir de la definicién dada es algo que, en ciertas
ocasiones, puede resultar complicado. Para simplificar estos casos se van a esta-
blecer los siguientes conceptos.

2.4. Definicion. Wronskiano

Dadas las funciones f; (x), f; @), ..., f, (@) se define su Wronskiano
como el determinante:

WS fy=|

fi(n_l j~2(7t—1 f(n—l
n

Observacion

El wronskiano de un conjunto de funciones de la variable independiente x es,
una vez desarrollado, una funcién de la misma variable x.
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2.5. Teorema

Un conjunto de funciones solucién de una ecuacion diferencial lineal homo-
génea son linealmente independientes en un determinado intervalo si'y sélo si su
Wronskiano es distinto de cero para todo x perteneciente a dicho intervalo.

Ejemplo

Dada la ecuacién y” +y =0 paralacual y,=senx, y,=cosx son so-
luciones, verificar si y,, ¥, constituyen un sistema fundamental de la ecua-
cién. En caso afirmativo escribir la solucién general de la misma.

a) Primero estudiaremos el Wronskiano de las soluciones dadas:

Y, = sen x, Yy, =cosx
Yy = COS X, Yy, = —senx
Senx Ccosx
Wi, ys) = =
cosx -—senxy
= —sen® x —cos® & = —1#0, VreR

De esta manera y,, ¥, constituyen dos soluciones linealmente indepen-
dientes en todo R.

b) Como se trata de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, las
funciones ¥y, =senx, y,=cosx constituyen un sistema fundamental
de ella. Toda soluciéon de la ecuacion se escribe como combinacion lineal
de las dos funciones:

y (x) =Cysenx + Cycos x

2.6. Obtencion de la ecuacion diferencial lineal
homogénea de orden n conocido un sistema
fundamental de soluciones

Dado un conjunto de funciones f; (x), f; (), ..., f, (), linealmente in-
dependientes en [a, b] y derivables hasta el orden » en (a, b), entonces la ecua-
cion:

L@ L@ - fuo(@) oy
K@ E@ - gy

@ L@ e S @)y
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donde y es la funcién incégnita, es una ecuaciéon diferencial lineal homogénea de
orden 7, para la cual las funciones f, (%), f, (®), ..., f, (x) forman un siste-
ma fundamental de soluciones. Ademds el coeficiente de y™ es el Wronskiano de
este sistema fundamental.

Ejemplo

Sea el conjunto de funciones linealmente independientes f; () = e,

S5 (@) = e™. La ecuacion diferencial lineal homogénea de la que estas fun-
ciones son solucion es:

e’ e’ y 1 1 y
e’ - y |=0 o e‘e |1 -1 y =0
ex e*.’l‘ y/I 1 1 144

y resolviendo el determinante se obtiene
y'-y=0

que es la ecuacién lineal homogénea de segundo orden para la que

fi@)=¢e" y f,(x)=e" constituyen un sistema fundamental de solucio-
nes.

3. ECUACION LINEAL COMPLETA

Siguiendo la teoria expuesta para este tipo de ecuaciones de primer orden,
se va a establecer un resultado andlogo para 6rdenes superiores:

3.1. Teorema de estructura del conjunto de
soluciones de la ecuacion lineal completa

La solucion general de la ecuacion lineal completa resulta de afnadir a la so-
lucion general de la homogénea asociada una solucion particular de la completa.
El conjunto de soluciones de la ecuacion lineal completa tiene estructura de es-

pacio afin asociado al espacio vectorial de las soluciones de la ecuacién homogé-
nea asociada.

Observaciones

1) La demostracion de la primera afirmacion es analoga a la desarrollada para el
caso de ecuaciones de primer orden.
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2) La solucién general de toda ecuacion lineal completa, ¥, se escribe como la
suma de una solucién particular de ella, ¥, mas la solucion general de la ho-
mogénea asociada, ¥y,

Yec =Yrc + You
3.2. Superposicion de soluciones
Sea f; (x) uma solucién particular de la ecuacion diferencial lineal completa:
a, @ y"+ .. +a, @) y=b (x)
vy f5 (¥) una solucién particular de la ecuacién:
a, @) y"+ ... +a, @)y =by, ()
Entonces, f; (x) +f; () es solucion particular de la ecuacion diferencial:

a, (@) y"+ .. +a, (@ y=0b @) +by ()

4. METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN n

4.1. Introduccion

Por los resultados obtenidos en los apartados anteriores, resolver una ecua-
cion diferencial lineal completa de orden 72 consiste en seguir los siguientes
pasos:

1°. Calcular la solucién general de la ecuacion homogénea asociada.
2°. Obtener una solucién particular de la ecuacién completa.
3°. Sumar las dos expresiones anteriores.

De esta manera, nos ocuparemos de los diversos métodos que proporcionan
la solucién a cada uno de estos problemas.

4.2. Método de reduccion de orden de la ecuacion lineal
homogénea de orden n
Dada la ecuacion lineal homogénea de orden 72:
a, @y +a,, @y ra @Y +a, @) y=0

y una solucién no trivial de ella: y =g (x), el cambio de variable y =g (x) v
transforma la ecuacién dada en una ecuacioén lineal de orden 7 —1 en la varia-
ble w = dv/dx.
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Nota

Veamos este resultado para el caso n = 2. Es éste el mas interesante ya que
convierte la ecuacién lineal homogénea de segundo orden en una de primero
que ya sabemos resolver.

Sea entonces: a, (x) ¥’ +a, (®)y" +a, (@) y =0 y una solucién no nula
deella y () =g (x).

Tenemos la variable v de forma que:

y=g@v = y=gv+g

= y// :gvﬂ + Zg,’l)' +g//U

Sustituyendo en la ecuacion:

ay (@) [gv” + 290" + g"v] + a; (x) [gv +gv’] + ay (x) [gv] =0 &
la; (@) 9" +a, (@) g +a, (x) glv +
+ay (@) gv” + 2a, () gV +a, (x) gv’ =0

El primer corchete vale cero por ser g (x) solucién de la ecuacién homo-
génea. Asi:

ay () gv” + [2ay (x) ¢" + a; (x) gl v" =0
Llamando w =’ la ecuacién queda:
ay () gw’ + [2a, (x) ¢" + a; (x) glw =0

que es una ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden en la variable
w ().
De esta forma, el método de resolucion es:

— Conocer una solucién no trivial de la ecuacion homogénea dada y = g ()
(algo no siempre posible).

— Realizar el cambio senalado: y =g () v.

— Establecer la ecuacién en v y cambiar a la variable w =v".
— Resolver la ecuacion lineal en w.

— Deshacer todos los cambios realizados.

Nota

Este resultado se generaliza para la ecuacion diferencial lineal completa conoci-
da una solucion particular de la homogénea asociada.
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4.3. Resolucion de ecuaciones lineales homogéneas de
coeficientes constantes

Se va a enunciar un método general para la resolucién de ecuaciones dife-
renciales lineales homogéneas de cualquier orden con la restricciéon de que ten-
gan coeficientes constantes, es decir; que respondan a la forma:

yvrra,, y" L ra, Y vayy =0, con Qg, Ay ooy @y 1 € R

El método consiste en generalizar el resultado obtenido para las ecuaciones
lineales de primer orden, es decir, intuir que las soluciones son de la forma e".

1°. Dada la ecuaciéon %’ + ay = 0 la solucién de esta ecuacién (resolviendo
por medio de separacion de variables) es: y = Ce™.

2°. Para resolver la ecuacion de orden 7, es necesario determinar 7 solucio-
nes linealmente independientes de ella.

3°. Se supondra que para una ecuacion de este tipo de mayor orden, las so-
luciones siguen siendo de la misma forma: y =¢e™. El problema se re-
duce a encontrar los valores del exponente m que hacen que las funcio-
nes y =e"™ sean solucion de la ecuacion. Para ello se impone que es-
tas funciones: y =e"™ sean solucién:

m 2 ,mx

y=e = Yy =me = y'=m’e

Sustituyendo en la ecuacion:

m' e +a, ,m" e+ L +a;,me™ +a,e" =0 &

m'+a, mM*+. . +a,m+ale”=0 <

1

m'+a, m' T+ . +am+a,=0

De esta forma los exponentes m buscados son las raices del polinomio:

1

pm)y=m"+a, M " +..+a, m+a,

llamado polinomio o ecuacion caracteristica de la ecuacion.
Pueden distinguirse diversos casos:

a) El polinomio caracteristico tiene 7 raices reales simples y distintas:
My, Mo, ..., M,. Por tanto, tenemos 7 soluciones de la ecuacion que se-
ran:

f@=e™,  f@=e", L fi@=en

Puede verificarse que el Wronskiano de ellas es no nulo para todo
x € R, por lo que las funciones son linealmente independientes segin
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b)

c)

el teorema indicado en el apartado 2.5. Forman asi un sistema funda-
mental y la solucién general de la ecuacién es:

Y (!,Z') = Cl o™ 4 CZ o™ 4. 4 Cn gmn

Las raices del polinomio caracteristico son reales; pero alguna o algunas
tienen multiplicidad mayor que uno. Entonces:

1°. Si suponemos que m es raiz doble de p (m), con este valor tene-
mos que generar dos soluciones linealmente independientes para la
ecuacion. Sabemos que y =e”™ lo es y necesitamos otra.

Puede comprobarse facilmente sustituyendo en la ecuacion que la
funcion y =xe™ también es solucién y, por medio del Wronskiano,
que es linealmente independiente con la anterior. De esta forma, la
parte de la solucién general de la ecuacion debida a la raiz m sera:

C,e™ + Cyzxe™ =™ [C, + Cyx]

2°. Si la multiplicidad de la raiz es r el resultado se extiende de forma
sencilla obteniéndose # soluciones linealmente independientes apor-
tadas por la raiz m:

C,e™ + Cyae™ + Cax®e™ + ... C,x" L e™ =

=" [C,+Cox + ...+ C, 2"
El polinomio caracteristico tiene un par de raices complejas conjugadas:
my = o+ 1P
my = o — 1P

De igual forma que en el caso a, las soluciones aportadas por estas rai-
ces seran:

(o +ip) w (a—ip)
Cle +zBa+Cze i) @

Puede tomarse la expresion de estas exponenciales segiin la férmula de
Euler:

e@ BT = g o7 = o [cos B + 7 sen B

De esta forma, las soluciones aportadas por estas raices se escribiran
como:

Cy e™ [cos Bx + 7 sen ] + Cy €™ [cos (-B) + i sen ()] =

=C, e* [cos Px + i sen Px] + Cye* [cos Pr — ¢ sen Px] =
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e™ [(C,+ Cy) cos Pxr + (1 C, -1 C,) sen Px] =

=e* [K, cos Px + K, sen Px]

donde se ha tomado K, =C,+C, y K,=1 (C,-C,).

d) EI polinomio caracteristico tiene pares de raices complejas con grado de
multiplicidad mayor que uno:

1°.

2°.

Si suponemos que m es raiz doble de p (m), igual que en el caso
de raices reales con multiplicidad mayor que uno, tenemos que obte-
ner dos soluciones linealmente independientes para la ecuacion. Sa-
bemos por el caso ¢ que y=C, e P 4 (C,e*P* es una de
ellas. Podemos comprobar que y =z (C3e** ™74+ C,e@ P es
la otra soluciéon que buscabamos, linealmente independiente con la
anterior. La soluciéon general de la ecuacion sera:

Y= Cl e(owri[j)x + CZ e(a—iB)x +x (CS €(a+7i[i)x + C4 e(a—iﬁ)x) —

=P (C + Cyx) + e P (Cy+ C, 2)

Considerando la féormula de Euler antes mencionada, se obtiene la si-
guiente expresion:

y =e™ [K, cos Px + K, sen Bx] + xe™ [K, cos Px + K, sen Bx]

donde se ha tomado K, =C,+C,, K,=1(C,-0C,), Ks=Cy3+C, y
K,=1 (CS -Cy).

Si la multiplicidad de la raiz compleja es 7 el resultado también se

puede extender de forma sencilla, de forma que la solucion general
queda como sigue:

y=0C, e Py, e Py p(Cye Py e PNy 4
+ xr—l (Czr—l e(ou—z’[i)x + CZT e(u—iﬁ)x)
Haciendo uso de la férmula de Euler:
y=e"[(Ky+Kyx + ... + Ky, 27" cos Bx +

+ Ky + K x + ...+ Ky, 7Y sen ]

siendo Ky, =Cy 1+ Cy §y Ky =1 (Cy_y = Cy).
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4.4. Calculo de una solucion particular de
una ecuaciéon completa

Siguiendo los pasos generales indicados para la resolucion de una ecuacion
lineal de orden 7 completa, a la soluciéon general de la homogénea asociada de-
bemos sumarle una solucién particular de la completa. Para encontrarla pueden
seguirse diversos caminos.

4.4.1. Método de Lagrange o de variacion de las constantes

Este método parte de la hipétesis de que las soluciones de una ecuacion li-
neal completa son de la misma forma que las soluciones de la homogénea asocia-
da; pero donde las constantes dependen de la variable independiente. De esta
forma, dada la ecuacion lineal completa de orden 7 normalizada:

m-1

Yy ra, @y ra @y ra @y =b@

calculada la solucion general de la ecuacién homogénea asociada:

(-1

y+a, @y fot+a, @y +a,@y=0

que sera de la forma:

y @) =Cfi @) +Cofy @) +... + Co Sy ()
Supondremos que la solucién general de la ecuacion completa:

(m-1

Yy +a, @y ra @)Y +a, @)y =b (@)

es: y@) =Cr @) fy @) +Cy () f (@) + ... + Cy (1) S, ()

De esta forma, deben ser determinados los valores de C; (x), con %=1,
2, ...,m. Para ello han de establecerse 7 ecuaciones.

Como se ha supuesto que este tipo de funciones es solucién de la ecuacién
dada se impondra que lo sea, es decir; al sustituir % (x) con sus % derivadas en
la ecuacion debe verificarla. Durante el cdlculo de estas derivadas se van impo-
niendo ciertas condiciones, que se eligen convenientemente para simplificar el
calculo de las derivadas sucesivas y que seran:

2.Cl@) f () =0

Y. Cl (@) f/(2) =0

i=1
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2. Cl@) f(@) =0

2 Cl@) £ () = b()

Con las condiciones establecidas se plantea un sistema de 7 ecuaciones con
las 7 incognitas C;, con 7 =1,2..mn. Resolviéndolo e integrando quedan de-
terminadas las C; () y con ello la solucién de la ecuacién completa.

Nota

Puede sefialarse que el método expuesto es valido para todo tipo de ecuaciones
lineales de orden 7, es decir; no es necesario que tengan coeficientes constan-
tes. No obstante, en estos casos el problema se presenta en el calculo de la solu-
cion general de la ecuacion homogénea asociada.

Ejemplo
Realicemos los calculos establecidos para encontrar la solucion particular de
una ecuacion lineal de orden 2.

a, () Y’ +a, DY +a, (@) y=0b(x)
Supongamos la solucién general de la homogénea asociada como:
y @) =Cfy (@) + Cofy ()
Suponemos que la solucion general de la completa es:
y @) =C@)fi (@) +Cy (@) f: (@) €Y)

Deben encontrarse los valores de C; (x) y C, (x). Para ello, imponemos
que la funcion y () = C, (@) f1 @) + Cy (¥) [, (x) sea solucion de la ecua-
cion:

Yy (@) =Cl@)fi @) +C @) f] @)+
+C) () fo () + Cy () f5 ()
Imponemos: C7 (x)f; (@) + C,(x) f; (x) =0 (1* ecuacion)
Ast: y (@) =C, (@) f1 (@) +Cy () [} (x)

Derivando otra vez:
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y” (@) =Cy () ST (@) + CL () f7 (@) +
+ Gy () S5 () + O3 (2) S5 ()

Sustituimos en la ecuacién completa que debe verificar:

ay (2) [Cy (@) f7 @) + CL (@) f1 (@) + Cy (0).f5 (2) +
+ G, (@) f5 (D] + a, (@) [Cy @) f1 (@) + Cy (0) S5 ()] +
+ay () [Cr () fy (@) + Cy () fz ()] =b () (2" ecuacion)

Con las dos ecuaciones establecidas resulta el sistema:

Q@ﬂWMMﬁ%%

Clfi+Cfy=0
Resolviéndolo por Cramer:

oo b@f @)
L (DWW L)

or - b@) fi (@)
T ay (WIS, L)

Donde W (f,f;) representa el Wronskiano de estas funciones.

Se integran estas expresiones, se obtienen C, (x) y C, () ¥y se sustitu-
ye su valor en la ecuacion (1).

4.4.2. Método de los coeficientes indeterminados para ecuaciones
lineales completas de orden n con coeficientes constantes

Previamente al método, veamos dos definiciones:

a) Definicion. Funcién de clase CI

Diremos que una funcion, en particular el término independiente de una
ecuacién completa, es de clase CI si es de alguna de las formas siguientes:

2

- 2", meR
- e, a=#0
- sen (bx +c), cos(bx+c), b,ceR, b=#0
— Cualquier producto finito de los casos anteriores.
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b) Definicién. Conjunto CI

Dada una funcién CI, se define su conjunto CI asociado como el conjunto de
funciones CI que generan dicha funcion y todas sus sucesivas derivadas.

Ejemplos
1) Calcular el conjunto CI asociado a la funcién f (x) = e™.

f@=e",  f@=3"  f"@=9%", .,
f('n (x) — 3% eS;r

De esta forma el conjunto CI asociado a e* es:
S = {83@}

Ya que la funcién dada y cualquiera de sus derivadas se escribe como
combinacion lineal de S.

2) Calcular el conjunto CI asociado a la funcién f (x) =3 senx

f ) =3senux, f" (%) =3 cosx,

f” (x) =-3senux, S (x) =-3cosx, ...

El conjunto CI es:
S = {sen x, cos x}

Dada la ecuacién lineal completa de coeficientes constantes: a,y™ + ... +
a,y +agy=b (x), cuando b (x) sea combinacién lineal de funciones de cla-
se CI, se podra aplicar el método de los coeficientes indeterminados para encon-
trar una solucion particular de ella, para lo cual se realizan los siguientes pasos:

a) Calcular los conjuntos CI asociados a cada una de las » funciones CI que
forman la combinacién lineal de funciones CI que dan lugar a b (x):
S1, Sy .S,

b) Sialgin conjunto estd repetido o contenido en otro se elimina.

¢) Sien algin conjunto aparece alguna solucién de la ecuacién homogénea

asociada, se multiplicara dicho conjunto por la minima potencia de x
que haga que ya no lo sea.

Se tomara la solucién particular buscada como una combinacién lineal de
todas las funciones que quedan. Los coeficientes de dicha combinacién se deter-
minan imponiendo que esta funcién sea solucién.
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Nota

Debe destacarse que este método es menos general que el anterior ya que pone
condiciones restrictivas al término independiente b (). Asi, por ejemplo, no
es aplicable a una ecuacién como:

y' -y=tgx

Observacion
Dada la ecuacion lineal completa normalizada de coeficientes constantes:

(-1

Yy a, 1y o+ a Y +ay=b (@)

de lo expuesto anteriormente se deduce que, para poder aplicar el método de los
coeficientes indeterminados, la funciéon & () ha de ser una suma algebraica
de funciones del tipo:

S, @) = e [P, (@) cos Pa + Q,, (%) sen Ba]

donde o,Bpe R y P, ), @, (@) son polinomios de grado # y m respecti-
vamente. Por tanto, para cada una de las funciones f; () se busca una solu-
cién particular tal y como se indica en la siguiente tabla en funcién de la forma

de f; (x):

Forma de f, (x), ) . . Forma de la
. ‘ Raices del polinomio . .
siendo caracteristico solucion particular
b (@) =2f () donde k = max {m, n}
1. Elnumero 0 mo esraiz del
; : o P* ()
polinomio caracteristico "
I P, (@) 2. Elniumero 0 esraiz del
polinomio caracteristico de 2 P* (%)
multiplicidad s
1. Elnumero o mo esraiz del )
. . o e* P* (x)
polinomio caracteristico "
P (x)e*
I (o es real) 2. Elmumero o esraiz del
polinomio caracteristico de 2t e* P* (x)

multiplictdad s

1. Los numeros =i} mo son
raices del polinomio

P (x) cos Bx + caracteristico

+Q, @ senPr |2 Los nimeros +if  son raices
del polinomio caracteristico de
multiplicidad s

P* (x) cos Bx +
+ Q*, (x) sen Bx
111

2 (P* () cos Bx +
+ Q*, () sen Bx)

1. Los numeros o i} mno son
raices del polinomio

caracteristico
e* (P, (x) cos Bx +
+Q, @ senPr) |2 Los mimeros o+ B son raices

del polinomio caracteristico de
multiplicidad s

e™ (P*, () cos Bx +
+ Q*, () sen Bx)

v
x° e (P*, (x) cos B +
+ Q*, (¥) sen )
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Siendo:

- P (@) =A+A x+ .. +A4,2°Q, @) =B, +B,x+ ..+ B, 2" polino-
mios de coeficientes indeterminados, cuyo grado es k, que es el maximo
entre los valores m y 7. Los coeficientes se determinan imponiendo que
la solucién particular verifique la ecuacion.

— s es el orden de multiplicidad de la raiz o + ¢ del polinomio caracte-
ristico. Se toma s=0 si o +4B no son raices del polinomio caracte-
ristico.

4.5. Ecuacion de Euler

Las ecuaciones de Euler son un caso particular de las ecuaciones lineales.
Son de la forma:

n-1,m-1

a, 2" y" +a, 2"ty +oota 2y +a,y=b(x) @)

donde a, ..., @, son constantes reales. Realizando en la ecuacién el cambio de
variable x = ¢', la ecuacién de Euler se transforma en una ecuacion lineal de
coeficientes constantes.

También se llaman ecuaciones de Euler a aquéllas de la forma:

a,(cx+d)"'y"+a,, cx+d)" y" e ra, (cx+d) Y +a,y=b @)

donde ay, ..., a,, ¢, d, son constantes reales. En este caso, por medio del cam-
bio de variable cx + d =¢€', la ecuacién de Euler se transforma en una ecuacion
lineal de coeficientes constantes, del mismo modo que en el caso anterior.

Ejemplos

Son ecuaciones de Euler:

1) 22°2y” -32°y” +8xy —12y =0

2) 3Br+4)°yY' -Br+dy +8y=x+1

Observacion
Para la ecuacién (*), se pueden buscar directamente soluciones particulares de
la forma ¥ =2" parala ecuacion homogénea asociada, obteniéndose en la varia-
ble k£ el polinomio caracteristico de la ecuacién de Euler transformada por el
cambio y =é"

5. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales

Ya en el primer capitulo se indic6 la importancia de las ecuaciones diferen-
ciales para la resolucion de algunos problemas fisicos. Muchos de ellos se rigen
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por ecuaciones lineales. Este es el caso de los circuitos eléctricos para el calcu-
lo de la corriente y de la tension en cada uno de los elementos del circuito; y de
los sistemas mecanicos eldsticos de los que se quieren estudiar sus vibraciones.
También pueden aparecer ecuaciones lineales en algunos problemas de movi-
miento, como aquéllos en los que el movil sigue una trayectoria rectilinea. En
los problemas resueltos se desarrollaran ejercicios relacionados con estos pro-
blemas que se resolveran mediante la aplicacion de la teoria expuesta en este
capitulo.
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Problemas resueltos

Verificar si la funcién y (x) = x? es solucién del siguiente proble-
ma de condicion inicial y estudiar la unicidad de la solucién para él:

y(0)=0, y(0)=0

i) Se deja al lector la comprobacién de que la funciéon dada es soluciéon de
la ecuacion y que verifica las condiciones pedidas. Para ello es suficiente
con sustituir la funciéon dada en la ecuaciéon y evaluarla en x = 0.

ii) Los coeficientes en este caso son:
1
a, (x) =1, al(x)=—;, a, (2) =0, b(x)=0

Puede observarse que la continuidad de a, (x) se pierde en x=0. De
esta forma, como las condiciones del teorema son suficientes pero no necesarias,
no tenemos garantias de que la funcién dada sea la tinica solucién del problema
de Cauchy establecido.

ﬂ Las funciones f;, =e™, f,=e™ con m #n son soluciones de una
ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden. ;Forman un
sistema fundamental de ella?

Hay que verificar si las funciones son linealmente independientes. Para ello
calculamos el Wronskiano:

mx nx

e e

my nx

ne

(m+n)x

W, ) =

=nm-m)e

que es distinto de cero para todo x € R por ser m=#mn. Por tanto, ambas
funciones son linealmente independientes.
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Resolver, reduciendo previamente el orden, la ecuacién:

P+ Dy’ -2xy’+2y =0

1°. Debemos encontrar una solucién de dicha ecuacién que nos permita estable-
cer el cambio de variable para la reducciéon de orden. Pasaremos asi a una
ecuacion lineal homogénea de primer orden (que es en variables separadas)
que se sabe resolver.

Puede verificarse que ¥y =2 es solucion de la ecuacion dada.
2°. Hagamos el cambio
y=xv = Yy =v+a0
= y'=0"v+2

En la ecuacién resulta:

x @+ DV +20 =0
Si llamamos w = v”:

z@+Dw +2w=0

Que es una ecuacion lineal homogénea de primer orden, de variables separa-
das, en w. Resolviéndola se obtiene:

2
x°+1 1
o1+ —
z* z*

w=C

3°. Deshacemos los cambios realizados:

w=v = v=C x—i + K
x

y=axv = y=Cla*-1]+Kx
Con ello la solucién general de la ecuacion dada seré:
y=Cl2x*-1]+ Kx

Observacion

La soluciéon general depende de dos parametros ya que es una ecuacion lineal de
2° orden.
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¥ Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales lineales homogéneas de coeficientes constantes:

a) y’'-9y=0
b) y’' -6y +9% =0
c) Yy’ -4y” -3y’+ 18y =0
d y’ -4y +13y =0
e) yv-2y 42y 4y’ +y' -2y =0
a) ¥ -9 =0
Tomemos el polinomio caracteristico asociado a la ecuacion dada:

p(m) =m*-9

Sus raices son m = +3. Son reales y distintas por lo que la solucién general
de la ecuacion es:
y@) =C,e¥+Cye™

b) ¥ -6y +9y=0
El polinomio caracteristico es:
»(m) =m?—6m +9
cuya raiz es m = 3, raiz doble. La solucién general de la ecuacion es:
y @) =e" [C, + Cy ]
c) ¥y’ -4y”" -3y +18y =0
Tomando el polinomio caracteristico:
p (m) =m®—4m®> - 3m + 18
sus raices son: m, = -2
m, = 3 raiz doble
Siguiendo el método indicado en el apartado 4.3, la solucién general es:
y (@) =C,e® +¢e”[Cy+ Cy ]
d) y" -4y +13y=0
El polinomio caracteristico es:
» (m) =m?—4m + 13

sus raices son m =2 + 3¢, por lo que la solucién general de la ecuacion es:
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y (@) = e* [C, cos 3z + C, sen 3]

’777

e) Yy -2y + 2y 4y +y -2y =0
El polinomio caracteristico es:
p (m) =m® =2m* + 2m® — 4m* + m - 2

Sus raices son m, = 2, raiz simple y el par complejo m, = +7 raiz de mul-
tiplicidad dos. La solucién general en este caso es:

y@)=C,e* + (Cy+Cyx) cosa + (C, + Csx) sen x

Hallar la ecuacion diferencial homogénea de coeficientes constan-
tes de menor orden posible para la que las siguientes funciones forman
un sistema fundamental de soluciones:

a) filx)=e) [fi(x)=xe", fy(x)=e*
b) fi(x»)=1, fi(x)=e"senx, fi(x)=e*cosx

a) Si e, xe” son solucion es porque m,; =1 esraiz doble del polinomio ca-
racteristico de la ecuaciéon. De igual forma, m, =2 también lo es. Con ello
dicho polinomio sera:

m-12m=-2=m*+1-2m) (m-2) =
=m’ —2m* + m -2 - 2m* + 4m = m® — 4m* + bm - 2
y, por tanto, la ecuacion es: "’ —4y” + by’ — 2y = 0.
b) En este caso las raices del polinomio caracteristico son:
m, =0, my =3 + 1, My =3 — 1.
El polinomio caracteristico se escribe entonces como:
mm-3-1) (m-3+17) =m (m*—-6m-10) =m® - 6m®>—-10m

v la ecuaciéon es y”’ —6y” - 10y’ =0

ﬂ Sea y, (x) =senx solucion particular de la ecuacion diferencial

y'+a,y’ +a,y =b (x)
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y sean y,(x)=e%, y;(x)=e* soluciones de la homogénea asociada.

Se pide:

a)

b)

a) Solucion general de la ecuacion completa.

b) Determinar a, y a,.

La solucién general de la ecuacién lineal completa se escribe como suma de
la solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

4 ’
Y’ +ay +agy =0,
mas una solucion particular de la ecuacién completa.

1° y, (@) =€%, y; (@) =e* forman un sistema fundamental para la ecua-
cion lineal homogénea ya que son dos soluciones y se tiene que:

x 3x

e

v gy =2e"" #0, VoreR
e” 3e

W (ys, ys) =

luego son linealmente independientes.
2°. y, (x) =senx esuna solucién particular de la ecuacién completa.

3°. Teniendo en cuenta los dos puntos anteriores se puede escribir la solu-
cion general de la ecuacion dada como:

y @) =C,e"+Cye™ +senx

Para determinar a, y a,, coeficientes de la ecuacion, se trabajara con la
ecuacion homogénea:

Y +a,y +ayy =0.

X

Se sabe que vy (x) =C,e” + C, ™ es la solucion general de ella con lo que
m =1, m =3 son las raices del polinomio caracteristico que sera:

m-1) (m=-3)=m>—4m + 3

La ecuacién homogénea se escribe entonces como: " -4y  + 3y =0. De
esta forma: a,=-4, a,=3.
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Resolver la ecuacion: y” +y = tg x.

Se trata de una ecuacién lineal completa de 2° orden. Para resolverla segui-
mos los pasos indicados en la teoria:

1°.

2°.

Solucion general de la homogénea asociada: y” +y =0
Su solucién general es: yqy (x) = C, senx + C, cos x

Para encontrar la solucion particular de la completa se utilizara el méto-
do de Lagrange, es decir; suponemos que la solucién general de la ecua-
cién completa es de la forma:

y (@) =C, () senx + C, (x) cosx @Y)
Con ello:

¥y (@) =C] (x)senx + C, (x) cosx + Cy (x) cosx — Cy (x) senx
Imponemos como primera ecuaciéon:
Cl (x)senx + C; (x) cosx =0
Derivando de nuevo:
¥y’ () =C1 (x) cosx —C, (x) senx — C (x) senx — Cy, (x) cos x
Sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene la segunda ecuacién:
C (x) cosx —Cf (x) senx =tgx

Resolviendo el sistema:
Cl(x) =senx

2
, sen” x
G (2) =-
Ccos X
Integrando en cada expresion:
C, (@) =-cosx + K, Cy (@) =senx —Ln lsec x + tg xl + K,

Como nos interesa una solucién particular, pueden fijarse los valores de
K, por ejemplo K, =0 y K,=0. Con ello, la solucién general de la
ecuacion dada es:

Yoo (@) =Cysenx + C, cosx —cos x senx +
+ (senx — Ln Isec x + tg xl) cosxr <

Yoo (@) = Cysenax + G, cos x — cos x Lin Isec x + tg x|
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Observacion
Se verifica que Yoo = Yoy + Ype Siendo

Ype = —cos x Ln Isec x + tg &l

que acabamos de determinar. Obsérvese que ¥,. Se puede obtener directa-
mente sustituyendo los valores de C, (x) y C, (x), sin determinar previa-
mente K; y K,, en la ecuaciéon (1) .

E Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal completa por me-
dio del método de los coeficientes indeterminados

y©®+y” =3x>+4senx-2cosx
1°. Resolvemos la ecuacion homogénea asociada: y“ + y” = 0
Ecuacion caracteristica:

m*+m?=0 < m=0doble

S m=+l
La solucion general de esta ecuacion es:
Yoy () =C, + Cyx + Cysena + C, cos x

2°. El término independiente de la ecuaciéon completa es combinacién lineal de

funciones CI:

- a2 Conjunto CI asociado: S, = {1, x, 2%)

— senx  Conjunto CI asociado: S, = {sen x, cos &}

— cosx  Conjunto CI asociado: S5 = {sen x, cos x}
Como S;=.3S,, loeliminamos y trabajaremos con .S,y S,. Puede comprobar-
se que en S, estan incluidas las soluciones {1, x} de la homogénea asociada,
por tanto debemos multiplicar este conjunto por 2% Lo mismo ocurre para S,
al que debemos multiplicar por x. De esta forma, pasaremos a considerar:

o, 2, 2%, {x sen &, x cos x}
Asi la solucion particular que buscamos es de la forma:
Ype (@) = Ax* + B2® + Cx* + Dx sen x + Ex cos x

Determinamos A, B, C, D, E derivando la ecuacién anterior cuatro veces e
imponiendo que se verifique la ecuacion dada:
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Yy +y” =32"+4senx -2 cosx

Para ello igualaremos los coeficientes a ambos lados de la igualdad. De modo

que:
A=14, B=0, (C=-3, D=1, E=2

Con ello, la solucién particular de la ecuaciéon completa es:
Ype () = (1/4) 2* = 32* + x sen & + 2x cos &

3°. La solucion general de la ecuacion completa serd la suma de los dos resulta-
dos anteriores:

Yoo @) =C, + Cyxr + Cysenx + C, cos x +

+ (/D) 2 -32%+xsenx + 2x cos x

ﬂ Dada la ecuacion y” + ay =0, determinar a para que el problema
de contorno dado por:

y' ' +ay =0
y(0)=y(1)=0
tenga soluciéon distinta de la trivial (y = 0).

Se trata de una ecuacion diferencial lineal homogénea, calculemos las raices
del polinomio caracteristico:

m>+a=0 & m=t+-a

Estudiemos los diversos casos:
i) Supongamos a < 0:

Existen dos raices reales para el polinomio caracteristico, con lo que la
solucién general de la ecuacion diferencial es:

y(x) =C eV 4 C, gl

Imponiendo las condiciones de contorno dadas:

y(0)=0=C,+0C,

y(D)=0 o Ce ™ +Ce™ =0
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de donde se deduce que la tnica solucién posible al problema planteado
es y =0, esdecir;la solucién trivial.

ii) Supongamos a = O:

En este caso existe una raiz doble del polinomio caracteristico. La solu-
cién general de la ecuacion es:

y@)=C,+Cyx
Aplicando las condiciones de contorno dadas:
y(®=0=0
y(H=0=C,+C, & C,=0
de donde se deduce que la solucién particular buscada es y = 0.
iii) Supongamos a > 0.

Existen dos raices imaginarias para el polinomio caracteristico, con lo
que la solucién general de la ecuacion resulta:

y(x)=C cos(@ x)+C, sen(@ x)

Imponiendo las condiciones del problema de contorno:
y(®=0=0
y (1) =C, cos ()" + Cysen (-a)"* & Cysen (-a)"* =0
Esta dltima condicién se cumple si:

— ;=0 lo que nos llevaria a la solucién trivial y =0 para el proble-
ma planteado.

- sen (-a)”=0 & (-a) " =Kn VKel.

Los valores pedidos de a serdn: —a = (K )2, Con ellos las soluciones al
problema de contorno son:

Yy (x) =Cysen (Kt

Sea y,; (x) wuna solucion particular de la ecuacion diferencial
Yy’ +a, (x)y +a,(x)y =sen3x ysea y,(x) una soluciéon particular
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de y’+a,(x)y +a,(x)y =x*-3 cosx. Calcular una solucién parti-
cular de la ecuacién:

Yy +a,(X)y +a,(x)y =sen 3x + x> -3 cos x

Aplicando la propiedad de superposicion de soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales lineales completas, se tiene que la suma de las dos funciones dadas
es una solucion de la ecuacion cuyo término independiente es la suma de los tér-
minos de las ecuaciones para las cuales las funciones son solucion. De esta for-
ma, la solucién pedida es:

y @) =y, (@) +y, ()

Resolver la ecuacion diferencial:
xy’ -y -4x* y = 16x* e*

sabiendo que una de las funciones que componen un sistema fundamen-
tal de la homogénea asociada es:

y(x)=e”
Se trata de una ecuacion diferencial lineal completa de coeficientes va-

riables.

1°. El primer paso serd encontrar la solucién general de la ecuacion lineal
homogénea asociada. Como sabemos que la funcién y (x) dada es so-
lucioén de ella y forma parte del sistema fundamental podemos reducir el
orden de la ecuaciéon mediante el cambio de variable:

y (@) =ve” o y (@) =ve” +2we” o
Yy’ () =v7e” + dav’e” + 2ve” (1 + 22%)
Sustituyendo en la ecuacién, operando y simplificando queda:
av” +0 (4 -1) =0

Tomando w =" queda una ecuacion lineal homogénea de primer or-
den (de variables separadas) en w y x:

aw + (AP -1 w=0
Integrando, la solucion general es:

o2

w = Cxe
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Deshacemos los cambios realizados:
’ 222 2
v =Cxe & o v=—e + K

con lo que la solucién general de la ecuacién homogénea resulta:

-C 2 2

y(x) = ve” o Yo () = Te’l + Ke" = Cle’”2 + 6’26”2

2°. Para resolver la ecuacién diferencial completa se aplica el método de La-
grange. En primer lugar se normaliza la ecuacion y se establece el siste-
ma en C7y C5:

2 .2
Cle” +C5e™™ =0
, 2P Pa—— 2 a?
20Cle" =2xCye " =16x"¢
cuya solucién, fijando en cero las constantes de integracion, es:
_ 2. _ 22
C,=2x", Cy,=-e
Con ello una solucion particular de la ecuacion completa resulta:
_ 2 2 a2 202 a2 2 2 1 22
Upe () = 20% " — ¥ e = (227 - D e

3°. La solucién general de la ecuacion lineal completa es la suma de las solu-
ciones encontradas en los puntos 1°y 2°:

Yoo @) =Ce" + Cye™ + (222 - 1) &”

Sabiendo que y, (x) =e¢*, y,(x)=senx constituyen un sistema
fundamental de las soluciones de la ecuacion

a ()Y +a, ()Y +a,(x)y=0

calcular los coeficientes a, (x), a; (x), a,(x) yresolver la ecuacion
diferencial:

, o oa(x) , a,(x)  e*(cosx-senx)’
a (X)) a(x) a, (x)

Yy
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a) Para calcular las funciones pedidas se trabajara en la siguiente linea: La
ecuacion diferencial lineal homogénea para la cual ey sen x constituyen
un sistema fundamental vendra dada por:

x

e senx Yy
e’ cosx Yy |=0
e’ -—senx y”’
Desarrollando por adjuntos de la tltima columna esta ecuacién queda:
(cosx—senx) y”’ + 2y senx —(senx +cosx)y =0
De donde se deduce que:
a, () =—(senx + cos x); a, (x) =2 sen x; a,, () = cos x — sen &.

b) Para resolver la ecuacion:

pow@ , ay(@) e (cosx— sen x)*

Y

1°. Como ya sabemos, la solucién de la ecuaciéon homogénea asociada es
Yoy (@) =C,e" + C, sen x.

2°. Para encontrar una solucién particular de la ecuacion completa se aplica
el método de Lagrange y se obtiene y,. (x) =e” (senx + cos x), resul-
tado que puede comprobar el lector facilmente.

3°. La solucién general de la ecuacion pedida es la suma de ambas:

Yoo @) =C,e" + Cysenx + e” (senx + cos &)

Dada la ecuacion diferencial lineal y’ +a,(x)y =b (x) Yy tres so-
luciones de ella y, (x), y, (x), y;(x), verificar la igualdad:

BWE-W ey
Y. (x¥) -y (x)

Se trata de una ecuacion diferencial lineal completa de primer orden, para
la cual se sabe que la suma de una solucién particular de la ecuacién completa
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con soluciones de la ecuacion lineal homogénea asociada es solucién de la com-
pleta. De esta forma:
Ys () =y, (@) + ¥y, (%)

siendo %, (x) una solucién de la homogénea asociada. Con ello la resta ¥, (x)
-1y, (x) esuna base del espacio vectorial de las soluciones de la ecuacién lineal
homogénea asociada, pudiéndose escribir la solucion general de la ecuacion
completa como:

Y@ =y @)+ K[y, (@) -y, (0]

En particular: y; () =y, (@) + K [y, () —y, (x)] para un cierto valor de
K, con lo que agrupando se obtiene el resultado expuesto en el enunciado:

ys(x)—yl(x):K’ Vael
Y () =y, (@)

Considérese el circuito eléctrico RLC de la figura, conectado a una
fuerza electromotriz alterna. Calcular la ecuacion diferencial que de-
termina la expresion de la carga del condensador y de la corriente del
circuito a lo largo del tiempo.

R
MWW
E CD —
L

Recordemos que una fuerza electromotriz (por ejemplo, una bateria o alter-
nador) produce un flujo de corriente en un circuito cerrado. Esta corriente pro-
voca una caida de tension o voltaje en los elementos induccion, capacidad y re-
sistencia al circular a través de ellos.

Las leyes basicas, vilidas para estos casos y para dicha caida de tension son:

— En el elemento de resistencia R:

La resistencia se opone al paso de corriente produciendo una caida en la
fuerza electromotriz. La ley de Ohm establece:
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E, =Rt R = constante, “resistencia”
¢ = intensidad de corriente
— En la induccién L:

Un inductor de inductancia L que se opone a cualquier cambio en la co-
rriente, produce una caida en la fuerza electromotriz de magnitud:

dai L = constante, “inductancia”
E, =L— )
dt t =tiempo

— En la capacidad C:

En un condensador de capacidad C que almacena una carga q, la carga
acumulada se resiste a la entrada de nueva carga, lo que conlleva una cai-
da en fuerza electromotriz que viene dada por:

g -4 C = constante, “capacidad”
[C~ .
C q = carga eléctrica

Como la corriente es el ritmo de flujo de carga, y por ello el ritmo al que la
carga se acumula en el condensador, se tiene que:

. d
i=
at

y se puede escribir: E. = %J.z dt

La ley fundamental en el estudio de circuitos eléctricos es la de Kirchhoff:

La suma de las caidas de tension a lo largo de un circuito cerrado en un
sentido fijo es cero.

O lo que es lo mismo:

La suma de las caidas de tension en los elementos induccion, resistencia
y capacidad es igual a la fuerza electromotriz total dentro del circuito ce-
rrado.

Asi, la ley establece: LY gL
dt C

Como 4 = % se tiene:
dt
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d’q +pdd,aq_
dar’ ar  C

E

que es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con la que determina-
mos q (1).

Diferenciando en la primera ecuacion y sustituyendo ¢ = % tendremos:
d®i di .1 dE
—+R—+1—=—=9(
dt* a e ar Y *)

que es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con la que podemos cal-
tular ¢ (¢).

Se tiene un circuito en serie que consta de una fuerza electromo-
triz FE =100sen 60t V, una resistencia de R =2Q, un inductor de
L=0,1H yun condensador de C =1/260 F. Si la corriente y la carga
inicial del condensador son cero, calcular la expresion de la carga del
condensador para ¢ > 0.

R =20
MW
1 1
E =100 sen 60t V D — C=—5 F
T0000°
L=01H

La ley de Kirchhoff establece que:

2
LM_FR%_FLQZE
dat® at C

Lo que en este caso se convierte en el siguiente problema de Cauchy, susti-
tuyendo los valores de R, L'y C:

d,

0,1 2 + 260 g =100sen 60t
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Y normalizando aparece la ecuacion siguiente:

d*q
dt®

+20 % + 2600 g =1000sen 60¢

q@®M=0, ¢gO®=0

Por tanto, resolver el circuito consiste en obtener la soluciéon de una ecua-
cion lineal completa de 2° orden.

1°. Solucién de la homogénea asociada:

La ecuacién caracteristica es: 7% + 20m + 2600 = 0, que tiene como
raices:

m =-10 = 507
La solucién general de la homogénea asociada es:
q () =e™™[C, sen 50t + C, cos 50¢]
2°. Para la solucién particular de la completa, el método de los coeficientes
indeterminados (el término independiente es una funciéon CI: sen 60t)
establece que dicha soluciéon particular es de la forma:

q (t) = A sen 60t + B cos 60t

Se determinan los coeficientes que son: A =-25/61, B =-30/61.

3°. La soluciéon general de la ecuacion del circuito es:
q@) = e [C, senb0t + C, cos50t] — % sen 60t — % cos 60t

4°. Fijaremos las constantes con las condiciones iniciales:
g(®=0 ¢ ©0)=i(0)=0
Resultando: C, = 30/61, C, = 36/61

5°. Por tanto, la expresion pedida de la carga del condensador, en Culom-
bios, a lo largo del tiempo es:

q () =~ 0,77 cos (50t — 0,88) — 6,64 cos (60t — 0,69)
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Nota

Es importante senalar que el primer término de ¢ (¢) se va anulando a medida
que transcurre el tiempo, es el régimen TRANSITORIO. El segundo término es
periodico, permanece a lo largo del tiempo: es el régimen PERMANENTE.

Considérese el sistema mecanico de la figura, formado por una ma-
sa M sujeta al suelo mediante un muelle de constante elastica K y un
amortiguador de constante C, que representa la viscosidad del medio.
Estudiar las vibraciones que puede experimentar la masa M.

Masa

Muelle Amortlcguador

K

Las vibraciones aparecen siempre que se perturba un sistema fisico en equi-
librio estable, ya que queda sujeto a fuerzas que tienden a restaurar el equilibrio.
Las vibraciones pueden ser:

— Libres: cuando actian soélo fuerzas internas al sistema: la fuerza restaura-
dora del muelle F,,=—-Kx, siendo x el desplazamiento de la masa; y la

fuerza de amortiguamiento F, = -C % , siendo % la velocidad de la

masa. Estas fuerzas llevan un signo menos ya que se oponen al movimien-
to de la masa.

— Forzadas: cuando actia sobre el sistema una fuerza externa F,=F, (1),
que, en general, depende del tiempo.

Aplicando la ley de Newton al sistema sobre el que actua la fuerza exterior
tendremos:

S F=Ma

Desarrollando la ecuacion y considerando que todas las fuerzas actian en la
misma direccién, podemos plantear la siguiente ecuacion escalar:
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2
Mi§=@+m+ﬂ
dt
2
ml f+Kx+Cd—x=F;(t)
dt dt

que es una ecuacion lineal en x. El desplazamiento de la masa que vibra se ob-
tiene resolviendo esta ecuacion; conocida la fuerza exterior F,=F, (1) yM, K
y C, constantes propias del sistema.

Observacion

Es importante tener en cuenta que esta ecuacion es totalmente similar a la del
circuito eléctrico de corriente alterna con resistencia, condensador y autoinduc-
cién; sélo que las variables representan magnitudes distintas.

Supongamos la estructura representada por el siguiente modelo:

F, (t) = 1000 sen 60z

Masa
M=1kg

Muelle Amortiguador
K = 2600 2 @#C:QO&
m m

Sobre el modelo actia la fuerza variable F, () = 1000 sen 60t N. Si el
desplazamiento y la velocidad iniciales de la masa M son nulos, calcular
el desplazamiento de la masa M en funcién del tiempo.

Aplicando la ecuacion de la ley fisica que rige este tipo de situaciones (ver
problema 16) obtenemos directamente:

d’x

1—2 + 26002 + 20d_x = 1000 sen 60¢
dt dt

2(0)=0, 2°(0)=0
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Resolviendo la ecuacion segtn la teoria general expuesta se obtiene:
x () =0,77 e*” cos (50t — 0,88) — 6,64 cos (60t — 0,69)

De la misma forma que ocurria con la carga del condensador del ejercicio
15; el desplazamiento de la masa m a lo largo del tiempo consta de un régimen
TRANSITORIO, que desaparece a lo largo del tiempo; y de un término periodico,
que es la vibracién que se mantiene a lo largo del tiempo, es el régimen PERMA-
NENTE.

Determinar los valores de a para que x, e sean soluciones de la
misma ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes reales de
segundo orden.

Si y (x)=x es solucién de la ecuaciéon lineal homogénea es porque
m =0 es raiz doble del polinomio caracteristico. De esta forma, como la ecua-
cion diferencial es de segundo orden no pueden existir més raices en el polino-
mio, con lo que el tinico valor posible para a es cero.

Resolver la ecuacién x>y’ -2xy’ +2y =x°

Se trata de una ecuacion de Euler. Se realiza el cambio x =¢', suponiendo
que x> 0. Por tanto:
t=Lnx
dy _dy dt _ 1 dy

drx dt dxr x di

dx®

22 dt _xz

dy _1|d% dt|_ 1 dy _1|d% _dy
dt®  dt

Con estos cambios la ecuacion dada se convierte en:

A’y ,dy 3t
29 3% 4oy =e
dt? dt Y

que es una ecuacion diferencial lineal completa de segundo orden de coeficien-
tes constantes.
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1°. Solucién general de la homogénea asociada: y (¢) = C, &' + C,e.

2°. Aplicando el método de los coeficientes indeterminados, se supone que
la solucién particular de la ecuaciéon completa es de la forma: y (1) =
Ae¥. Imponiendo que esta funcién verifique la ecuacién se tiene que
A=1/2.

3°. La solucién general de la ecuacién dada es:
y () =C e +Cye* +e"2
Sélo resta deshacer el cambio realizado; €' = x:

y(@) =Cx+Cya” +2%2

m Se pide:

a) Determinar la ecuaciéon diferencial lineal homogénea de coeficien-
tes reales de menor orden posible para que y, (x) =ux,
Y, (x) =x sen (3x) sean soluciones de ella.

b) Determinar la ecuaciéon lineal completa cuya ecuacion homogénea
asociada es la calculada en el apartado a), de forma que
y (x) = 2x*® sea una solucién particular de ella.

a) Estudiando las funciones ¥, e y, se tiene que m =0 y m =37 deben ser
raices dobles del polinomio caracteristico asociado a la ecuacion lineal ho-
mogénea, lo que implica que m = -3¢ también lo es. Con ello el polinomio
sera:

m?: (m—-31) % (m + 37) 2 =m? [m? + 9% = m® + 18m* + 81m?
De esta forma la ecuacién diferencial lineal homogénea buscada es:

y(m' + 18y(m + Sly// — 0

b) La ecuacion lineal completa buscada es:

(v

Yy + 18y + 81ly” = g (%)

Para determinar ¢ (x) se impone que la funcién dada y = 22° verifica di-
cha ecuacion, al ser solucion:

7”7

y=22% Yy =6a% y'=12x y”=12 YU =y=y"=0
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Sustituyendo en la ecuacion:
0+18-0+81-12x =g (0); g (x) =972x.
Luego, la ecuacion lineal completa es:

y(m‘ " 18y(w + 81ly” = 972x.

Se considera una carreta de masa m sujeta por un muelle a un mu-
ro. El muelle no ejerce resistencia en la posicion de equilibrio x = 0;
pero si la carreta se desplaza a una distancia x, ejerce una fuerza de re-
sistencia proporcional al desplazamiento. Estudiar el movimiento de la
carreta a lo largo del tiempo si la misma se desplaza una cierta distan-
cia x, desde su posicion de equilibrio.

AAAAA Carreta
Masam
OO

Si aplicamos la ley de Newton a este caso: ﬁj = m?, tendremos lo siguiente:
F, = fuerza de resistencia del muelle
-F.=ma (1); -Kx ) =ma” (1)

Es decir; el movimiento queda representado por el problema de Cauchy:

mx” () + Kx (1) =0
x (0) =y, 27 (0)=0

que corresponde a un problema ligado a una ecuacion diferencial lineal homogé-
nea de segundo orden, cuya solucién es:

x (@) =C, sen[\/£ t]+02 cos[ — J
m \'m
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Imponiendo las condiciones iniciales se encuentra la solucién particular:

'K
x () =2, cos| | —1t

Vim

Demostrar que si una funcion f(x) es soluciéon de una ecuacion
diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes, su derivada
también lo es.

n (m-1

Dada la ecuacion  y“ +a,_; ¥ +..+a Y +a,y=0

Si f(x) essolucion se tiene que:

e, f " +a S +af=0
Si derivamos esta expresion:

S va,  fO+ +af” +af =0

que corresponde a sustituir f’ (x) en la ecuacién inicial y como puede obser-
varse la verifica.

Nota

Este resultado sirve para deducir que si se conoce una solucion de una ecuacién
diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes, inmediatamente se co-
nocen mas que corresponden a las derivadas de la funcién dada.

Demostrar que si y, (x), ..., y, (x) son solucion de la ecuacién di-
ferencial lineal completa

YO ) +a, (DY) + v a; ()Y () +a, (D) y () =b (x),

la combinacion convexa
y(xX) =y () + 6y, () +..+6,y,(x) con D=1

vuelve a ser soluciéon de ella.
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Se debe demostrar que y (x) =c,y; (@) +cyy, () + ... + ¢y, (x) satisface
la ecuacion

yr@ra, @y @+ ra @y @) +ra @y @) =b @),

partiendo de que cada una de las ¥, (x) lo hace y de que

ici =1
i=1

Para ello se calcula:

Y @) =ciyy (@) + Gy (0) + ... + ¢y, ()
Y @) =Yy (0) + Cys (1) + .+ 0y ()

y" @) = ey @) + cous" (@) + .+, y" (@)
Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
ey (@) + coys” (@) + .. + ¢,y ()] +
+a, 1 @) [yt @) + eyt @) + ey @]+ L+

+a, (@) [y @) + eyl (@) + .o+ cy, ()] +
+a, (@) [y, @) +cy, (@) +...+c.y, (X)) =

=c " @) +a, , @y @+t a (@) Y @) +ay @)y @]+

+ 0y (" (@) +a, (@) yS @) + o ay (0) vy () +ay () Yy ()] + .+
+¢, [y @) +a, @y @)+ o @)Y @) +ag @)y, ()] =
=cgb@)+c,b(x)+...+c,b(x) = b(x)zr:ci =b(x)

i=1
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Problemas propuestos

Encontrar las regiones donde el teorema de existencia y unicidad garantiza
la unicidad de soluciones del problema de Cauchy:

Yy +3ay + 27y =¢€"

y@=0 (=0

Aplicar el teorema de existencia y unicidad para estudiar la existencia y
unicidad de soluciones del problema de Cauchy:

2" + 1 y” +32%y —by =senx
x
y@ =3, y'(4) =5 Yy’ (@) =-5

Estudiar si son linealmente independientes las siguientes funciones en su
campo de definicién, suponiendo que son soluciones de alguna ecuacion diferen-
cial lineal homogénea:

a) fi@=x f,@=lnxr en xe (0,

b) fi@ =Lnx, f, @ =xlnx, f,@=2"Lnxr en xe (0,%)

c) filw)=e"senw, f,(x)=e"cosx en xze R

d) fi@ =senx, f,(x)=3senz, f;(x)=-senx, en ze [-1,2]

e) i@ =¢, fy(@)=we", fy(@)=2a"¢" en xeR

B8 Dada la ecuacion diferencial y””” —y =0 probar que e, e, chx son
soluciéon de la ecuacion. Comprobar si son o no linealmente independientes.

Sabiendo que y =2’ es una solucién de 2*y” -6y =0 emplear la re-
duccién de orden para encontrar una segunda solucién en el intervalo (0, ).
Escribir la solucion general.

A Sabiendo que y=¢* es una solucion de (2x+ 1)y’ -4 @+ 1Dy +
+ 4y =0 encontrar la otra solucién linealmente independiente reduciendo el or-
den de la ecuacion. Escribir la soluciéon general.

Sabiendo que =2 es una solucién de 2*y”" - @ +x)y +(@+1)y=0
encontrar la solucién general de ella.
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B} Demostrar que la ecuacién y” —y’ -6y =0 tiene dos soluciones lineal-
mente independientes de forma exponencial.

ﬂ Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas:
a) ¥y -y=0
b) ¥y -3y +2y=0
c) Yy -6y”+ 12y -8y =0
d ¥ -3y +3y'-y=0
e) ¥y +2+y"=0
D y“=0
g) y"+18y” +8ly=0

h) y"-2y" + 5y - 10y” — 36y’ + 72y = 0

D ¥ -4/+3y=0 con y@@=6 ¥y (0)=10
D v -2 +2=0

) y’'-2+3y=0 con yO®=1 ¥ (=3

l) yﬁ + zyl// + yl — O

m) y" +4y” +10y” + 12y’ + by = 0

Resolver las siguientes ecuaciones por el método de variacién de cons-
tantes.
a) Yy’ +y=secx
b) ¥y’ -2y +y=e"senx +e* cosx
) (I+a2)y”"+ay -y+1=0 sabiendo que w7, () =2 es una solu-
cién particular.

d) y”"+3y’ +2y = v e

144 2 ’ 1
e yY'+t—yty=—
X X

. sen x . .
sabiendo que y, (x) = es una solucién de la homogénea.

Resolver las siguientes ecuaciones por el método de coeficientes indeter-
minados:

a) Yy -by+6y=>02xr-T)e™”
b) y” -2y + 2y =4e"cosx
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c) ¥y’ -2y +by=3senx

d) ¥y -2 +by=37"-x

e) Yy -4y +4y=¢e"+2°

)y’ + 4y + 3y =e* (sen 2x + cos 2x)

g) Yy’ '+y=senx-cosx

h) y” + 6y + 13y = e cos 2w

D) v +ky=kconk=cte

D v +Eky=ksen (kr + o) con k y o constantes

Hallar la ecuacion diferencial homogénea de coeficientes constantes de me-
nor orden posible para la que las siguientes funciones forman un sistema funda-
mental de soluciones de ella:

a) fi (@) =1, L@ =2, fy @) =2
b) fi@ =€, fi(@)=e™

Sabiendo que ¥, (x) =¢* e ¥y, (x) =cosx constituyen un sistema fun-
damental de soluciones de la ecuacion: a, (x)y” +a; @)y +a, @)y =0,
calcular a, (), a, (x), a,(x) y resolver la ecuacion diferencial:

//+al(x) /+a0(x) :x+61
ay () a; () a, (%)

Y

Un circuito consta de una fuerza electromotriz de 100 sen 40t/ V, una re-
sistencia de 10 Q y un inductor de 0,5 H; todos ellos conectados en serie. Si la
corriente inicial es 0, hallar la expresion de la corriente para ¢ > 0.

R = 10Q
MW
E =100 sen 40t V D
— 00—
L=05H

Un circuito en serie consta de una fuerza electromotriz de 50 sen 60t V,
una resistencia de 12 Q, un inductor de 0,2 H y un condensador de 1/400 F. Si la
corriente y la carga iniciales del condensador son ambas nulas, hallar la carga del
condensador para cualquier instante ¢ > 0.
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Un circuito conectado en serie consta de una fuerza electromotriz de 40V,
una resistencia de 10 Q y un inductor de 0,2 H. Si la corriente inicial es 0, hallar
la expresion de la intensidad de corriente para ¢ > 0. Sila fuerza electromotriz
viene dada por FE (t) = 150 cos 200t V, ,;Cual seria la expresion de la corriente
en este caso?

Un circuito consta de una fuerza electromotriz dada por
E (t) =100 sen 200t V

una resistencia de 40 Q, un inductor de 0,25 H y un condensador de 40 x 10° F,
conectados en serie. Si la corriente inicial es cero y la carga inicial en el conden-
sador es 0,01 C, hallar la expresion de la corriente para ¢ > 0.

En el extremo inferior de un muelle espiral sujeto al

techo, se coloca un cuerpo de 8 kg. El cuerpo queda en

reposo en su posicion de equilibrio, en la que el muelle se

ha alargado 0.1 m. A continuacion, el cuerpo se desplaza

0.05 m por debajo de la posiciéon de equilibrio y se deja li- K
bre en =0 con una velocidad inicial de 1 m/s, dirigida
hacia abajo. Despreciando la resistencia del medio y su-
poniendo que no existen fuerzas exteriores, determinar la
amplitud, periodo y frecuencia del movimiento resultante, M =8kg
asi como la expresion del desplazamiento del cuerpo en
funcién del tiempo. (En éste y en los siguientes proble-
mas tomar ¢ = 10 m/s?).

En el extremo inferior de un muelle espiral sujeto al techo, se coloca un
cuerpo de 32 kg. El cuerpo queda en reposo en su posicion de equilibrio, en la
que el muelle se ha alargado 2 m. A continuacién, el cuerpo se desplaza 0.05 m
por debajo de la posicion de equilibrio y se deja libre en ¢ =0. No actian fuer-

zas exteriores; pero la resistencia del medio en N es igual a 1280;—% ; siendo
¢

% la velocidad instantanea del cuerpo en m/s. Determinar el movimiento re-

sultante del cuerpo.

m En el extremo inferior de un muelle espiral suspendido del techo se coloca
un peso de 16 N, siendo 10 N/m la constante elastica del muelle. El peso queda
en reposo en su posicion de equilibrio. Empezando en ¢ =0 se aplica al siste-
ma una fuerza dada por F' (¢) =5 cos 2t. Determinar el movimiento resultante
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si la fuerza de amortiguamiento, en Newtons, es igual a 2 dx/dt, siendo da/dt
la velocidad instantanea del peso en m/s.

7”7

Resolver la ecuacién 2™y —4 2%y” + 8xy’ -8y =4 Lnx

BA Se pide:
a) Verificar que ¥y, (@) =1, y, (@) =2 son soluciones de la ecuacién
xy” —y’ =0 y escribir su solucién general.

b) Determinar a para que y (x)=ax’ sea solucién de la ecuacién
xy” —y’ =3 2% yusar el resultado para escribir su solucién general.






Capitulo 4

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES

Hasta el momento, nos hemos ocupado de la resolucion de ecuaciones dife-
renciales con una unica variable dependiente. En este capitulo vamos a
consideray, en general, sistemas de n ecuaciones diferenciales con n vVaria-
bles dependientes. En concreto, nos centraremos en los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales lineales.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales estdn imherentes de forma na-
tural en muchos problemas cientificos y técnicos. Ast, para describir el mo-
vimiento de dos osciladores armonicos acoplados, se emplea un sistema de
dos ecuaciones diferenciales lineales de sequndo orden y para resolver un
circutto eléctrico de corriente alterna en el que aparecen dos mallas, se em-
plea un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primeyr orden.

1. ALGEBRA DE FUNCIONES
1.1. El espacio vectorial V(1)

Consideremos el conjunto de funciones vectoriales: R — R" de la forma:

Si@®
t
o =| 20
S @
donde f; (0), f5 @), .., f, () son funciones definidas y continuas en un in-

tervalo [ C R. El lector puede comprobar que con la suma y la multiplicacién
por un escalar, este conjunto tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuer-
po R. Este espacio se designa por V (I).
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1.2. Independencia lineal en V (1)

Sea el espacio vectorial V' (I). Se dice que un conjunto de funciones vec-
toriales o, (), @, (1), ..., 9. (t) son linealmente independientes si, siendo C|,
C,, ..., C, constantes reales, la expresion:

Cror) +Co0 (D) + ... + 0, (1) =0
implica que: C,=Cy=..=C,=0

En caso contrario, se dice que las funciones vectoriales ¢, (), ¢, (@), ...,
¢, (1) son linealmente dependientes.

1.3. Teorema 1. Independencia lineal

Sean @, (1), @, (1), ..., ¢, () un conjunto de elementos de V (I). Si existe
un valor de ¢ = ¢, € I para el que son linealmente independientes o, (¢,), @, (¢,),
o, O (ty), entonces @, (1), @, (1), ..., 9, (t) son linealmente independientes co-
mo funciones de V().

1.4. Teorema 2. Dependencia lineal

Sean @, (1), ¢y (1), ..., @, (t) un conjunto de elementos de V (I). Si para
todo t=tyel, @ ), ©,(), ..., 9. () son linealmente dependientes, enton-
ces @, (), 9, @), ..., 9, () pueden ser linealmente independientes o linealmen-
te dependientes como funciones de V' (I).

Nota

Omitimos la demostracion de estos dos teoremas por exceder el campo de estu-
dio de este libro.

2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
2.1. Definicion. Sistema lineal

Sea el intervalo [ C R. Sean las funciones «, (t), x, (), ..., x, (t). Sean
las funciones a;(¢), b,(t) definidas en el intervalo /C R para todo
2,7=1..m. Entonces, se denomina sistema de ecuaciones diferenciales line-
ales o sistema lineal de primer orden y dimension n en forma normal a:
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dx

d_tl =o)X +a, Dy +.+a, Oz, +b 1)
dx,

L =y DX+ Dy +.tay, D, +0, @)
dxn .......................................
W = Uy (t) X1+ Qo (t) Lo + oot Ay (t) Xy + b’n (t)

Es decir, un sistema de ecuaciones en las que aparecen relacionadas de for-
ma lineal la variable independiente ¢, las variables dependientes x,, X, ..., %, ¥
sus primeras derivadas. El sistema esta en forma normal si los coeficientes de
las derivadas de las variables dependientes son la unidad. El sistema también
puede escribirse de la siguiente manera:

dx,

dt a,@®  a@® . oa,® ) (1 b (1)

dux, ay (1) an@® .. ay, () Ly b, )
dt e vee + e

dﬁ a’nl (t) an 2 (t) o a’?m (t) xn bn (t)
dt

O mas resumidamente, en forma matricial: X'=A (1) X + B (1).

Ejemplo

El sistema:
ax _ 3x+2y+z2+1
dt
d—y=2:c—4y+5z—t2
dt
@=4x+y—3z+2t+l
dt

puede escribirse como:
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dx
dt
(3 1) (x) (e
d—i’=2—45 y |+| 2
ol e =)l (e
dt

2.2. Definicion. Solucion

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, llamamos solucion a
toda funcion vectorial X (z) que satisface el sistema, es decir a todas y cada
una de las ecuaciones del mismo.

Ejemplo

Sea el sistema:
x=y+1
y=x+1

Enla forma X =AX + B, las matricesA y B son, en este caso:

() o)

Una solucién de este sistema es:

X (1) = e -1
® (et—l

t
, e
X - [ j
e
y sustituyendo en el sistema:

-G ER-E ()

ya que
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2.3. Tipos de sistemas

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
X @) =A®) X +B(@{), sedice que:

a) El sistema es homogéneo si la matriz columna B (¢) esla matriz colum-
na cero; es decir, queda X’ () = A (t) X (1).

b) El sistema es completo si la matriz columna B () no es la matriz co-
lumna cero, es decir, tenemos X' (1) = A () X (1) + B (1).

c) El sistema es de coeficientes constantes sila matriz A (1) es de nime-
ros reales, es decir, no depende de la variable independiente .

Ejemplo
El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales es completo y de coeficien-
tes constantes:

x! -6 -3 0)(x sent
y|=10 1 3||yl|+| €
2 1 1 4|z 1

2.4. Teorema de existencia y unicidad de soluciones
para sistemas lineales de ecuaciones

Sea el sistema lineal completo X' (1) =A () X () + B(t) y X, el valor co-
nocido de X (t) ent

xlo =2, (&)

x5 =2, (1
X():X(t()): 2 2(0)

xv? = xn (to)

Sien ¢, las funciones a;(¥) y b;() son continuas, entonces existe una
Unica solucién particular X (¢) del sistema que verifica que X, = X (¢,).

2.5. Relacion entre los sistemas lineales
y la ecuacion lineal de orden n

Es interesante resaltar la relacion entre los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales y las ecuaciones diferenciales lineales estudiadas anteriormente.
Para ello, consideremos una ecuacién diferencial lineal normalizada de orden 72:
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a"z a"'x
n Ty (t) n-1
dat dat

+ o ta (t)%+a0 Ox=b@)

siendo x (¢) la funcién incégnita y ¢ la variable independiente. El objetivo es
transformar esta ecuacion diferencial lineal de orden 7 en un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales de dimension 7. Para ello, realizaremos el siguiente
cambio de notacion:

o _dx ' _d"x _d" 'z
Xy =X, Xy = di ) Y Xp-1 = dt"_g ) Xy = dtn'_l

Derivamos respecto de  ambos miembros de cada una de las igualdades an-
teriores:

dx _ dw, | A’z dx, . "'z dx,., d'x _ dx,

dar dt’ az  dt’ ’ ar"t T dt ar’ dt

)

Por tanto, empleando los dos tultimos conjuntos de expresiones, la ecuacion
diferencial lineal de orden » se convierte en el siguiente sistema lineal completo
de ecuaciones diferenciales:

an _
ac 7
ax,
dt ’
dxn,l _ ...........
dt "
dx,
di =—ay DXy —a; DXy == Dz, +b(@)
Ejemplo
Transformar en un sistema lineal la siguiente ecuacion diferencial:
2
Y o9y, y=e'
dat* dt
Hacemos el cambio:
— . _dy
Y1 =Y; Yy = di

Y derivamos ambas igualdades:
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dy, _dy.  dyy _d’y

dt  dt’ dt dt?

Por lo tanto, el sistema correspondiente es:

dt ?
dy

2 t
—= =2y, -y, +e
di Ys — U

También podemos realizar el proceso contrario, es decir, transformar el sis-
tema en una ecuacion diferencial lineal de orden 72, para poder resolverlo de for-
ma mas simple. Esto es particularmente 1til para sistemas lineales de coeficien-
tes constantes (ver apartado 5). Como ejemplo, vamos a suponer que tenemos
un sistema lineal completo de dos ecuaciones con dos funciones incégnitas:

dx
—=ar+by+ f(Q
7 y+f@©

dy

=cx+dy+g(t
o y+9g@)

donde f(t) y g (t) son dos funciones conocidasy x(t) e ¥ (¢t) sonlas dos
funciones incégnitas. Para transformar el sistema anterior en una ecuacién ems-
pezamos despejando ¥ (t) en la primera ecuacion:

1 (dx
2/—5 [E—@x—f@))

Derivamos la expresion obtenida respecto de ¢:

at b

dy _1(d°x  dv
ar>adt

a— f’(t))

Y sustituimos estas dos expresiones en la otra ecuacion del sistema para ob-
tener una ecuacién diferencial de segundo orden en x (¢):

— a/__
b\ di? dt

1(d’z dw
b\ ad

f’(t)j=cx+1(d—x—ax—f(t))+g(t)

Por fin operando y agrupando constantes obtenemos:
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d’x d

Z+BE4Cr+PM=0; con A B C e R
dt dt

Ejemplo

Transformar en una ecuacién lineal el siguiente sistema de ecuaciones dife-

renciales:
dx
—=y+1
dt Y
) =x+1
dt

Despejamos y en la primera ecuacion, derivamos la expresion obtenida res-
pecto de ¢ y sustituimos ambas en la segunda ecuacién, con lo que obtene-
mos la siguiente ecuacion diferencial lineal en o de segundo orden:
d*x
dat’

x =1

3. SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS

Vamos a estudiar en este apartado las propiedades generales de los sistemas
lineales homogéneos, considerando que los coeficientes de las variables depen-
dientes son funciones continuas de la variable real ¢ y que toman valores en el
cuerpo real.

Por tanto, sea el sistema lineal homogéneo X’ (t) =A (t) X (t); siendo la
matriz A (f) cuadrada de orden 7.

Notas

1) En un sistema lineal homogéneo siempre existe la solucién trivial X (¢) = 0.

2) En este apartado nos vamos a limitar a estudiar los sistemas lineales homogé-
neos de primer orden.

3.1. Teorema de estructura del conjunto de soluciones

El conjunto de soluciones S (A) de un sistema lineal homogéneo de primer
orden y dimension 7% tiene estructura de espacio vectorial de dimension 7.

Demostracion

a) Sean ®(t) y WY() dos soluciones particulares cualesquiera de
X =A () X. Veamos que @ (1) + ¥ () estambién solucién. Para ello, em-
pleamos la forma matricial del sistema.
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b)

En efecto:
@O +YO)-AD @O +Y@)] =
=@ -AODPHD]+ PO -ADOY@®] =0+0=0

Sea Ae R. Veamos que A ®(¢) también es solucion:
AeOI-ADONPD] =2 [P O -AM) P®] =20=0

Por tanto (S (A4), +, .A) tiene estructura de espacio vectorial.

En segundo lugar, tenemos que probar que la dimensién de este espacio vec-
torial es n. Para ello, consideremos los siguientes vectores de R™
1 0 0
0 1 0
0
ul = U2 = un =
0 0 1

que son, evidentemente, linealmente independientes en R” y forman una ba-
se candnica de R”.

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, existen y son tinicas
o, @), 0, (), ..., ¢©,(t), soluciones particulares del sistema que verifican
o, (t,) = u; Ahora bien, o, (), ¢,(), ..., ®,(t) son linealmente indepen-
dientes como funciones de V(I), yaque para t=t, ¢,(,) =wu,; son line-
almente independientes como vectores de R" y es lo que nos dice el teorema
1 del apartado 1.4.

Por tanto, al haber % soluciones linealmente independientes, la dimensién del
espacio vectorial es, al menos, 7.

Sea ahora W (¢) una solucién cualquiera; que particularizada en ¢, nos da
los valores:

a,
2
b4 (to) =

a

n

Tomemos yx (&) =a, @, () +a, @, (1) + ... + a, ¢, (t); que es solucién del sis-
tema lineal homogéneo por ser una combinacion lineal de soluciones. Por
otro lado:
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ay a,
x () = Y () =
a'/n, a'ﬂ

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, las funciones
vectoriales % (¢), W (¢) han de ser la misma, al ser ¥ (¢,) =¥ (¢y).
Entonces tenemos que Y (&) =a, ¢, (&) +a, 0, (t) + ... + a,, @, ().

Por tanto, hemos obtenido que una solucién cualquiera W () puede
expresarse como combinacién lineal de 7 funciones vectoriales solu-
cién (que eran linealmente independientes). Luego esas n funciones

vectoriales @, (1), ¢, (t), ..., ¢, (t) constituyen una base del espacio
vectorial de soluciones; y, por tanto, la dimension del espacio vectorial
es n.

3.2. Definicion. Matriz solucion

Sea el sistema lineal homogéneo X’ () = A () X (¢) de dimension 7. Se dice
que la matriz ® (¢) es una matriz solucion de dicho sistema si se verifica:

@) =A@D) D)

Observacion

Esto es equivalente a decir que cada columna de la matriz @ (¢) es solucién
del sistema X" (1) = A () X ().

3.3. Definicion. Matriz fundamental

Sea el sistema lineal homogéneo X’ (t) = A (1) X (t) de dimension 7. Se di-
ce que la matriz cuadrada @ (t) de orden 7 es matriz fundamental del siste-
ma si, ademdas de ser matriz solucién, sus columnas_forman un conjunto de solu-
ciones linealmente independientes.

Notas

1) Sean o, (t), ¢, (t), ..., @, (1) un conjunto de soluciones de
X () =A () X (t). Siestas funciones son linealmente independientes como
funciones de V' (1), entonces también lo son como vectores de R” para todo
t=tye I
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2) Sea @ (¢) una matriz solucion del sistema X’ (¢) =A (¢) X (¢). La condi-
cion necesaria y suficiente para que @ (¢) sea matriz fundamental es que el
determinante de ® (t) sea distinto de cero.

3.4. Definicion. Sistema fundamental

Se dice que X, (1), X, (@), ..., X,, (t) es sistema fundamental de X' (1) =
A () X (t) siesun conjunto de n soluciones linealmente independientes. De es-
ta manera, podemos decir:

a) Dado un sistema fundamental, cualquier solucién del sistema X’ (¢) =

A ()X (t) es combinacién lineal de €l, es decir, la solucién general del
sistema sera:

X =CX,@t) +...+C, X, (V).
b) Una matriz fundamental viene expresada como:

(I) (t) = (Xl (t)) XZ (t)) s Xn (t))

3.5. Solucion general de un sistema lineal homogéneo.
Solucion particular

Consideremos @ (¢), una matriz fundamental del sistema lineal homogé-
neo. Entonces, la solucion general del sistema lineal homogéneo es X (t) =
@ (1) K; donde K es una matriz columna de constantes reales arbitrarias.

Dado ¢ =t, lasolucién particular que para t =1¢, verifica que

!

es X=® () ' (t,) X’ Como la solucién general es X = @ (1) K; si sustitui-
mos ¢, tenemos X°=® ({,) K. Esdecir, K=d"'({)X". Por tanto, la solucién
particular que para ¢ =1, verifica X=X’ es:

X=0®) o' (1) X’
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3.6. Obtencion del sistema lineal homogéneo
a partir de una matriz fundamental

Sea el sistema lineal homogéneo X’ (1) = A(t) X (¢), del que conocemos
una matriz fundamental @ (¢). Por ser ® (t) matriz solucién (al ser matriz
fundamental), se verifica:

D) =A1) D)

y, como por definiciéon de matriz fundamental, el determinante de ® (t) es dis-
tinto de 0, entonces:
A =d @) (@)

Por tanto, la expresion del sistema lineal homogéneo, conocida una matriz
fundamental del mismo es:

X =) O XD

4. SISTEMAS LINEALES COMPLETOS

En este apartado vamos a estudiar las propiedades de los sistemas lineales
completos o no homogéneos. Consideramos que los coeficientes de las variables
dependientes, la matriz A () y el vector columna B () son funciones conti-
nuas de la variable real ¢ y que toman valores en el cuerpo real.

Por tanto, sea el sistema lineal completo X' (t) =A () X () + B(t), con
A, Bt)e RU), siendo! = [a,d] C R.

4.1. Teorema de estructura del conjunto de soluciones

Dado el sistema lineal de primer orden y dimension 7 en forma completa
X ) =A@t)X @) +B((); el conjunto de soluciones de dicho sistema tiene es-
tructura de espacio afin asociado al espacio vectorial constituido por el conjunto
de soluciones de dicho sistema homogeneizado, en el que hemos considerado
B (t) como un vector columna de ceros.

Nota

Vamos a comprobar que se verifican los dos axiomas que definen un espacio afin.
Sean ¢, () y ©,() dos soluciones particulares del sistema completo X’ ()
=A@ X(®) +B(@) y @, unasolucién particular de dicho sistema homogeneiza-
do X'(t)=A) X ().

a) Comprobamos que @, (t) — @, (¢) es solucién del sistema homogéneo:
[0 =0/ 1-A @) [0, — @] =
=0/ -A® ¢l -9 -AW) @] =B -B{) =0
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b) Comprobamos que @, (t) + @, () es solucién del sistema completo:
(@) + @) =A@ [¢) + @] =
=0/ -A@ ¢l + o -AW) @l =B -0=B1)

4.2. Solucion general del sistema completo

A partir del teorema anterior, se deduce que si @ (¢) es una solucién parti-
cular del sistema completoy @ (¢) una matriz fundamental del sistema homo-
géneo; entonces la solucion general del sistema completo sera:

X=9®) +dDK

donde K es una matriz columna de constantes reales arbitrarias.

4.3. Determinacion de una solucion particular
del sistema completo

Sea el sistema lineal completo X’ (1) =A () X () + B(t). Sea ®(¢) una
matriz fundamental de dicho sistema homogeneizado. Para calcular una solucién
particular del sistema completo empleamos la conjetura de Lagrange; que con-
siste en suponer que una solucién particular del sistema lineal completo es de la
forma @& (t) K(t); donde K (¢) esuna matriz columna de funciones de la va-
riable independiente ¢. Vamos a tratar de determinar la matriz columna K (t).

Como X (1) =®(t) K(t), sustituyendo en el sistema:

PHOED+POK D =AD DL K® +B@®)

Como @ (t) es matriz fundamental del sistema homogéneo, entonces se
verifica @’ () = A (t) ®(t); que sustituido en la expresion anterior nos propor-
ciona:

ADDPHKBD+PLHK W) =AW D) K@) +B()

Es decir: O K (t) =B(@)
Por tanto, despejando en esa expresion:
K (&) ="' @) B®)

Integramos y obtenemos la expresion de K (¢):

K@) = fo @' () B(s)ds

Por tanto, la solucién particular es:
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@ (z:)f @' (s) B(s)ds

En definitiva, sea el sistema lineal en forma completa
XMW =AWM) X +BQ@)

Si @ () es una matriz fundamental del sistema homogéneo asociado; en-
tonces la soluciéon particular de dicho sistema completo que verifica que

X () =X" es:

M) =d@)d 1) X° +d () L‘ @' (s) B(s) ds

5. SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES DIFERENCIALES
DE COEFICIENTES CONSTANTES

Como ya sabemos, los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de coe-
ficientes constantes son de la forma X' (t) =AX(t) +B(t); donde A es una
matriz de orden 7 y cuyos elementos son numeros reales. Vamos a estudiar los
métodos de resolucién de este tipo de sistemas.

5.1. Reduccion de un sistema lineal a una
ecuacion diferencial lineal

Como ya se coment6 en el apartado 2.5, podemos reducir el sistema lineal a
una ecuacion lineal de orden 7; resolvemos ésta y, deshaciendo los cambios rea-
lizados, obtenemos la solucién del sistema pedido. Este es un método sencillo de
aplicar cuando tenemos pocas variables dependientes, pero el calculo se compli-
ca en exceso al aumentar el numero de éstas.

5.2. Sistemas lineales homogéneos de coeficientes constantes

5.2.1. Método de resoluciéon de Euler

Consideremos el sistema lineal homogéneo X =AX de dimensién 7 con
coeficientes constantes. El objetivo es encontrar un sistema fundamental
X, (D, X, @, .., X, (), solucidon del sistema dado. Por analogia con la resolu-
cion de la ecuacién lineal homogénea de orden 7 vamos a intentar encontrar una
solucién al sistema que sea de la forma:
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2, (1) =0, e

x@=ver=| O

L, (t) =V, eM

siendo X (¢) una funcién vectorial con vy, vy, ..., v,, A€ R.
Como hemos supuesto que X (¢) es solucion, deberd verificar el sistema,
es decir:

AWel = AVe" o W =AV o (A-ADV =0

siendo A la matriz de coeficientes del sistema, I la matriz identidad de dimension
n; V el vector columna de constantes y A e R. Evidentemente, siendo V el
vector nulo obtenemos la solucién trivial, como ya sabiamos. Por tanto, las solu-
ciones no triviales se obtienen resolviendo el sistema homogéneo A —Al =0,
(aplicacién del teorema de Rouché):

ay—h o
-A ..
() ) n | _ ¢
Ay, () Ay, — A

Esta expresion es el polinomio o ecuacion caracteristica de la matriz A y
en definitiva, se trata de calcular los autovalores y autovectores asociados de la
matriz A.

Una solucién del sistema serd la funcién vectorial X (¢) = Ve ; siendo A
un autovalor de la matriz A y V el autovector asociado al autovalor A. Podemos
distinguir varios casos:

a) Caso de n autovalores reales y distintos

Los 7 autovalores A, A,, ..., A, de la matriz A son reales y distintos
M #N, 0 #7). Sean V), Vs, ..., V, el conjunto de vectores propios asociados a
los n autovalores de la matriz A. En este caso, un sistema fundamental de solu-
ciones es el siguiente conjunto de funciones vectoriales:

X, = Vlew
_ Aot
X, =V,e

X‘ﬂ = V’VZ/ e}""[
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La solucién general del sistema es la combinacion lineal del conjunto de fun-
ciones vectoriales:

X () =CVieM +CV,e™ +-.. 4+ C Vel
siendo Cy, C,, ..., C, € R constantes arbitrarias.

Demostracion

Hay que demostrar que las funciones anteriores son soluciones linealmente in-
dependientes. Por tanto, vamos a ver si cada solucion satisface al sistema
X =AX:

X! = AX, X! = WMy = A Vet AX, = AV,eM!

luego: X = AX, & A\Ve=AV.ett

lo cual se cumple, ya que por ser A, autovalor de la matriz A, entonces
AV = AV

Para estudiar si son soluciones linealmente independientes planteamos el
determinante formado por dichas soluciones.

Vet Vet . Vme}w
Vet Ve o Vet
W(Xla XZ; Yy X’rz)(t): 12 2 n2 =
Vlneht V2nekzt Vnnekm
Vi Va oV
Ve V; -V
— e(x1+x2+ +Ap )t 12 22 n2 i O
I/ln I/Zn e V’ﬂ’ﬂ

El determinante es distinto de cero, ya que la funcién exponencial es siem-
pre positiva y el determinante no se anula al estar formado por los autovectores
de la matriz A asociados a autovalores distintos que, por definicién de autovec-
tor, son linealmente independientes.

b) Caso de autovalores reales con multiplicidad mayor que 1

En el caso que la matriz A de orden 7 tenga autovalores repetidos con una
cierta multiplicidad pueden darse dos situaciones; que concretamos a conti-
nuacion:



ECUACIONES DIFERENCIALES 157

i) Supongamos, para fijar ideas, que A tiene un autovalor real A, con multi-
plicidad m, 1<m<mn; y que el resto de los autovalores A,,.;, Ao, -.os
A, (siexisten) son reales y distintos. Y, en este caso, ocurre que A, tie-
ne m vectores propios linealmente independientes: V;, V,, ..., V,,. Por
tanto, un sistema fundamental de soluciones se obtiene de la misma ma-
nera que en el caso a:

X] — I/lellt
— Mt

X, =V,e

X, =V, eM

X

— Aot
m+1 Vm+le

Ant
X, =V,e
Y la solucion general del sistema viene dada por:
X =CVie" +--+C,V,e™ +C,, Ve 4+ C,V, M
- V1 le m me m+1 m+le n ne

siendo C,, C,, ..., C,, € R constantes arbitrarias.

ii) Supongamos ahora que algiin autovalor de A tiene multiplicidad m, y
que no podemos asociarle m vectores propios linealmente independien-
tes. El anélisis de este caso se realiza en el apartado 5.2.2, donde se trata
el método general de cdlculo de una matriz fundamental.

c) Caso de autovalores complejos

Este caso puede tratarse de manera analoga al caso real trabajando con au-
tovalores y autovectores complejos.

5.2.2. Método general de resolucién

Recordemos que una ecuacion diferencial lineal homogénea de primer or-
den y +ay=0, donde a es una constante real, tiene como solucion
y = Ce™. Generalizando este resultado para el caso de sistemas lineales homo-
géneos X' =AX, donde A es una matriz de dimensién 7 formada por constan-
tes, la solucion vendra dada por X =e“C. Es necesario definir el concepto de
la matriz exponencial e“. Y, por tanto, una matriz fundamental asociada al siste-
ma serd @ () =e“.

La matriz exponencial se define mediante la serie de potencias:
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i tA tZAZ A" fad tlAa
e =I+—+ +- +..= -
1! 2! n! = !

Y la serie derivada respecto de ¢ queda como:

2 42 n-1 gn-1
AT+ A8 A EA AT A g
1! 2! (n-1)!
por lo que:
dt
es decir: Q' (1) =AD()

Hay que hacer notar que realizar estos cdlculos para una matriz genérica A
puede resultar complicado; por lo que en la practica es conveniente trabajar con
la expresion mas sencilla de A, su forma canénica de Jordan: J = P* A P. Con ello:

A=PJP"!
et =pe’ P!

El problema se reduce a calcular la exponencial de una matriz de Jordan.

Distinguiremos dos casos para cada subcaja J;:

a) J; es estrictamente diagonal:

A eM
Jo=| - con A; #\; el =|

A, oM

b) J; tiene unos en la subdiagonal:

Jo=| = |+ = J, +J,
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Se empleara el resultado:

1 0
1 1
1!
e =| L — 1
2! 1!
1 O
1 1 1
r-D! (r-2)! 1
A A 0 1 0
1 1 l 1
+ 1!
. Y A tojoga L 1
2! 1!
. . 0
- _r ... 1y
=D (r-2)! 1

Nota

Es interesante sefnalar que la matriz fundamental asi calculada verifica
la propiedad que para t=0, ®(0)=1; propiedad importante para
condiciones de Cauchy en el origen:

X'() = AX (1)
X(0)=Xx°

La solucién general viene dada por:
X@)=d()C
La solucién particular sera:
X(0)=X"=0(0)C=IC & C=X"
X=X
A continuacién, veremos algunos casos particulares:

1. La matriz A es estrictamente diagonalizable a D:



160 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

M
D = ' = P'AP
7\771

Con ello g4 =pePp!

y seglin la exponencial de una matriz, tenemos que:

donde P es la matriz cambio de base a la base de vectores propios. Es
decir, P tiene por columnas los vectores propios V,e Ker (A —A, D),
siendo Ker (4 - A, 1) elnicleode A-A; Ll

2. La matriz A no es estrictamente diagonalizable:

En esta situacion se trabajard con la matriz de Jordan correspondiente
aplicando el calculo de la exponencial visto en el caso b anterior.

5.3. Sistemas lineales completos de coeficientes constantes
En el apartado 4 se establecié que los sistemas de la forma:
X @) =AX®) +B@®)
tienen como solucion general:

CD(t)C+<I>(t)J.<1>’1 (s) B(s)ds

De esta manera, el problema queda reducido al calculo de una matriz funda-
mental, problema que se ha resuelto en los apartados 5.2.1 y 5.2.2.
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Problemas resueltos

Dado el sistema:

x' (1) =2x (t) -3y (1)

y @)=x()-2y (¥)
a) Verificar que:

x; (t) = 3e'; y () =e

x, (1) =€ y. (1) =e”

Xx; (t) = e' + cosh t; y; (t) = cosh t
son tres soluciones de él.

b) (Pueden ser linealmente independientes?

a) Para demostrar que los pares de funciones dados son solucion, es suficiente
con sustituir en las dos ecuaciones que constituyen el sistema. Lo haremos
con el primero dejando al lector los otros dos casos.

1 (1) = 3¢’ y@=e = 2 =3¢, ¥y, @) =¢
Sustituyendo en las ecuaciones:
@ (1) =2x (1) -3y () = 3¢ =6e' -3¢
YW =2x®) -2 1) = ¢ =3¢-2¢

b) Tres soluciones de un sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incég-
nitas nunca pueden ser linealmente independientes, ya que el conjunto de
soluciones de éste tiene estructura de espacio vectorial de dimension dos.
Asi, s6lo puede haber conjuntos de dos soluciones linealmente indepen-
dientes.

En este caso puede observarse que:

1 1
(23,Y3) = 5(951,%) + 5(952,@2)

ﬂ Dado el sistema completo X' =A (t) X (t) + B (t), se conocen tres
soluciones de él:
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_—3t—§ ezt_gt_é
(xl(t)j_ 2 2| [xz(t)): 2 2

L (t _ ’ , (
4 (1) —3t+1 b, (1) e -Zt+1

3.3

(xs(t)j= 2 2

t
y3() _—3t+2
2

Calcular una matriz fundamental del sistema.

Por el teorema de estructura del conjunto de soluciones de un sistema com-
pleto se sabe que toda solucién del completo puede escribirse como suma de
una solucién del homogéneo asociado mas una solucién particular de €l. De esta
forma, la resta de dos soluciones del sistema completo es una solucién del homo-
géneo asociado.

IS G
Y (1) v, (1) )’ 0] Yy () 1

Si verificamos que estas dos soluciones del sistema homogéneo asociado son
linealmente independientes tendremos un sistema fundamental y con ello la ma-
triz fundamental pedida.

2t
‘, U oo 20 Vie R
e 1

La matriz fundamental pedida es:

O (t) e? 1
@ (_em )
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Resolver el siguiente sistema reduciéndolo a una ecuacion diferen-
cial lineal del orden adecuado:

ax y+1
dt
ﬂ:x+1
dt

Resolvemos esta ecuacion diferencial:
El polinomio caracteristico de la homogénea asociada es: m?—1=0; lue-
go m ==+1 ylasolucion general de la ecuacion homogénea es:

xy =0+ Coe™

Como puede comprobar el lector facilmente, x,=-1 es una solucién par-
ticular de la ecuacioén lineal completa; por lo que la solucion general de la ecua-
cién completa es:

x({)=Cee' +Ce'—1
y como ¥ (t) =dx/dt—1; entonces
y@) =Ce —Ce’ -1

Con lo que hemos obtenido la solucion del sistema dado.

n Encontrar los recintos en los que se tiene garantia de la existencia
de una solucién unica para el sistema:

dx, 1
- t
dt |t € (xlj . [sen t)
dx, ¢ t_g X, cost
dt

Aplicando el teorema de existencia y unicidad, el recinto serd aquel donde
las funciones coeficientes y término independiente sean continuas. Todas ellas, a
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excepcion de 1/t, son continuas para todo valor de ¢. Asi se tiene garantia de la
existencia y unicidad de soluciones para cualquier condicién inicial x; (¢,) = 9,

Dado el sistema:

Se pide:

a)

b)

c)

d)

dx
— =5x+3
dt y
dy
— =4x+
dt y
a) Comprobar que las siguientes funciones son soluciones del sis-
tema:
x = 3e” y x=e*
y =2e" Yy =-2¢”

b) Demostrar que son soluciones linealmente independientes en
todo intervalo.
c¢) Calcular la solucion general.

d) Hallar la solucion x=x(t), y=y(t) del sistema que verifi-
que x(0)=0, y(0)=S8.

La comprobaciéon de que estos pares de funciones verifican cada una de las
ecuaciones del sistema dado se deja para el lector.

Para ver que son soluciones linealmente independientes es suficiente estu-
diar el determinante:

3" e

oo o =-8e" %0, VieR
el 2

Las soluciones dadas constituyen un sistema fundamental con lo que la solu-

cién general es:

x@)) (3" e C,

) 2" 2¢7 )\ C,
Para encontrar la solucién particular asociada al problema dado se imponen
las condiciones para fijar el valor de las constantes:
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0 0
O _[3e e J[GI_[3 1G] o 21 ¢ =-3
8 2e 0 —2e 0 Cz 2 =2 Cg

con lo que la solucién particular pedida es:

[:}5 (t)) _ 3" e ( 1 J _ 3e" —3e”!
) 2" 2¢7 )\ -3 2¢" + 6™

ﬂ Considérese el sistema lineal completo:

dx
dt _ (au ) a; (t)J (x] + [t)
dy a, () a,(@®))\y 0
dt
1 t
Sabiendo que: Qo1 = (Oj y Qo2 = ( IJ

son soluciones particulares del sistema lineal homogéneo asociado;
se pide:

a) Calcular la soluciéon general del sistema lineal completo.
b) Calcular explicitamente la matriz A (t).

a) Una matriz fundamental del sistema homogéneo es:

1t
¢@_&1j

ya que @y ¥ @, son soluciones linealmente independientes del sistema lineal
homogéneo asociado. Por tanto, la solucion general del sistema homogéneo

sera:
1 t)(C
voe=(, 1)(d)

La solucion particular del sistema completo se obtendra a partir de:
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t _ 1 ¢t)¢ee(l —=s)s _
¢(t)£0¢ (S)B(s)ds—(o Jjo[o IJ(OJdS_

t? t?
_ 1 tJ'l S ds = 1t E _ E
0 1)710 01

0 0

y la solucion general del sistema completo serd la suma de las dos expresio-
nes anteriores:

2

t? t? t
2|5, 1) (C)_ 5 |4 Cr+1Cy | _ Cl+t02+§
y 0 1)\c, 0 C,

0 C,
1t
*n= (0 J
Por tanto verifica que @ (1) =A () ® (1); es decir, A () =d® () & (1):
01 0 1)(1 —¢ 0 1
(1) = ; Al = =
2 (o 0]’ ® [0 0) [0 1J [0 oj

Como la matriz A no depende de la variable ¢, vemos que el sistema propues-
to es un sistema lineal completo de coeficientes constantes.

b) Una matriz fundamental es:

Resolver por el método de Euler el sistema de ecuaciones diferen-
ciales expresado en forma matricial:

(Z- )

Aplicando el método de Euler, calculamos los autovalores a partir del poli-
nomio caracteristico asociado a la matriz de los coeficientes A:

|A-A|=0

A =3

1-A 1
Ay =1

=(1-AM)*"-4=N-2A-3=0 =
4 1-A
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Los dos autovalores son distintos.
Calculamos los autovectores asociados a A, = 3:
A-MDV,=0

1-3-1 1 (W) _(0 2 1) (V) _(0
4 1-31)\n,) o 14 =2)\n,) o
‘2‘/““/12:0} > Ve=2M, = Vl=@
Para Ay=-1: A-ADV,=0

4V, =2V, =0
1+1-1 1 Vi) (0 2 1) (V) _(0
4 1+1-1)\v,) o 4 2)\n,) o

Wy + Vi = 0 1
2t Vo = V=2, = V=
AV +2Vy = 0 )

Por tanto, las soluciones son:

X1=e3fl; X, =¢e" L
2 -2

y la solucién general del sistema es:

X =Ce” 1 +Cye 1
2 -2

n Resolver el sistema anterior encontrando una matriz fundamental
que verifique: ©(0) =1.

Se busca la matriz @ =¢e*, en este caso la matriz A de los coeficientes es

estrictamente diagonalizable a la matriz .J:

Con ello gt = pelipt

y segun la exponencial de una matriz, tenemos que:

3t
J=|3 Y = PTAP; e =o=perpi=pl¢ O|p1
0 -1 0 e
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donde P es la matriz cambio de base a la base de los vectores propios. Es decir,
P tiene por columnas los vectores propios V,e Ker(A-A,;I), siendo
Ker(A—-A;I) elnicleode A-A, L

r<ls )

De esta forma la matriz fundamental pedida es:

(11 (e* o)(1 1)
q)@_(z —2)(0 efj [2 —2]

n Dado el sistema:

>

|
w oo
w o o
S N

™

a) Calcular la soluciéon general.
b) Calcular la solucién particular que pase por el punto

(o, (X0, Yoy 29)) = (0, (0, 0, 6))

a) Al querer resolver un problema de valor inicial en ¢ =0, encontraremos la
solucién general del sistema a partir de una matriz fundamental @® (¢) que
verifique que @ (0) =1, lo que simplificard el célculo de la solucién parti-
cular. Asi: X =e'C.

Las soluciones del polinomio caracteristico |A-AII=A(B-LA) B +A)=0

son:
A =0 00 O
Ay =3 = J=|0 3 0| e = pe’' p!
Ay =3 00 -3
siendo P:
v, eker(A-00)=(, -1, 0) 1 1 1

v, eker(A-31)=(1, 2, 3) = P=|-1 2 2
vy e ker(A+3)=(, 2, -3) 0 3 -3
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11 1)(e” 0o o)(1 1 1)
e=1-1 2 2 0 ¢ 0 ||-1 2 2| =
0 3 -3/lo 0 e*|]l0o 3 -3

. -12-3¢"" -3¢ 6-3"-3¢  -3e” +3e™
BT 12-6e” —6e™ —6-6e" —6e" -6 +6e7
-9¢”" +9e¢™ -9¢”" +9e™ -9¢”" —9e™

La solucion general es: X (t) =@ (¢t) C. Se puede comprobar que cumple
que @ (0) =1

b) Como ya se ha visto:

0 0
=0 X,=|0]}; X, =®(0)C = C=0"' ()X, = C=|0
6 6

con lo que la solucién particular pedida es:

6 _383t + Se—Bt eBt _ 673t
X, =——|-6e" +6e7" | =|2¢" - 27
—9e% — 9™ 3e3! + 3¢

Resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales:

x’(t) 01 1)(x(
y@ =10 1| y®
z'(t) 110z

Se calcula el polinomio caracteristico asociado a la matriz A de los coeficien-
tes y con ello los autovalores y autovectores asociados:

A, =-1 doble

Autovalores: | A=-M | =0; { Ay =2 simple
=

Autovectores:
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Para A, =-1; dim[Ker (A+1)]=2=A es estrictamente diagonalizable.
Los vectores son:
Vi=(1,0,-1); Vy=1(0,1,-1)

Para A, =2; Ker(A-2D)=L{1,1,D}=V,=(1,1,1)
De esta forma tendremos:
1°) Siguiendo el método de Euler:
x@)=C, e’ +Cye*
y@) =Cye' + Cye”
z2M)=—-(C,+C) e’ +Cye”

2°) Resolviendo a partir de la exponencial de una matriz:

D=P'AP
-1 0 0 1 o 1Y (o1 1\(1 0 1
0 -1 0l=l0o 1 1| |10 1]l0o 1 1
0 0 2] |=1 =1 1] (11 0Jl-1 -1 1

Resolver el siguiente problema de condicién inicial:

x’(t) _ 1 -1 x(t) .
[y’(t)] - (1 3) (y(t)j para  [x(0), y(0)] = (1, 2)

En este caso la matriz de los coeficientes no es estrictamente diagonalizable
como se ve a continuacion:
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1

Ker(A—-21) = [_1 _1] (‘”J - [OJ dim Ker = 1
1 1 Y 0

Ker(A-21)° = D | e P dim Ker = 2
1 1)1 1 0 0

V,e Ker(A—20%-Ker(A-2) = V,=(1,0)
V,=(A-2D (1,0) = V,=(1,1)

;)

1 -1
A:[ 3} |A_M|:O‘_2)2 & A =2 autovalor doble

J

J=P'AP siendo

o
Il
7~ N
O =
~ L
N—

La solucién general del sistema es @ (¢) = e* = Pe"P!, es decir:

_ 2t N\t 20 _
O = 1 1) (e 0 1 1 _le t {
0 1 t e*)\0 1 t t+e*

La solucion general es:

[m(t)]= -t —t [Clj
y () ¢ t+e* ) \Cy

Vamos a determinar ahora la solucion particular para (x (0),y (0)) = (1, 2)

bol)=e) = 2

Luego la solucién particular del sistema es:
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(x(t))z -t —t [1]
y (1) t t+e* )2

Considérese el circuito eléctrico de la figura formado por dos ma-
llas. Calcular el sistema de ecuaciones diferenciales que determina la
expresion de las corrientes del circuito a lo largo del tiempo.

A L@ C

B

MW

R, iy (t)
L,
R,

i ®

L,

F E D

Una red eléctrica con mas de una malla queda descrita por un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales. Aplicando las leyes de Kirchhoff a cada malla
se tiene:

a) En ABEFA:

B =R, 1)+ 1, YO

+ Ryt (1)
b) En ABCDEFA:

E@) =Rt @)+ Ly

diy (1)
dt

Ademas se tiene que %, (1) =17, () +i5(¢). Con esta ultima relacion, el sis-
tema resultante es:

L %Jr(zel +R) iy +Riy = E @)

L, %+Rﬂ‘2 +Riy = E ()

Con las condiciones iniciales:

i5,(0) =4,(0) =0
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Resolver el circuito de la figura siguiente para el caso en que:
E(t)=60V, L=1H, R=50Q, C=10"F, ysiendo i, (0)=1i,(0)=0.

El problema de condicion inicial, una vez planteadas las ecuaciones del cir-
cuito, viene dado por:

@h 4 504, = 60
dt

50.10% 2 14— =0
dt

4 () =120 =0

Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales completo de coeficientes
constantes.

1. Se resuelve el homogéneo asociado, por ejemplo por el método de cdlcu-
lo de autovalores y autovectores. Una matriz fundamental es:

_?6 e 100 _a(em100

_?66_10(” _lzote—IOOL

Nota

Otra posibilidad hubiera sido reducir el sistema a una ecuacion dife-
rencial lineal de segundo orden.

2. Por el método de los coeficientes indeterminados, aplicando la férmula
deducida para encontrar una soluciéon particular del sistema completo:

@ (t)j @' (s) B(s)ds
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se obtiene: (Zl (t)j =
iy (1)

gl o

3. Por tltimo, sumando la solucién general del sistema homogéneo calcula-
da a partir de la matriz fundamental, con la solucién particular del com-
pleto dada en el punto dos se obtiene la solucién general:

__6 671()0[ _ 60t67100t

(zl (z:)j | [Q}r
240 —?66710(” — 120te"10 Cy

4. Aplicando las condiciones iniciales se obtienen los valores de C, =C, = 1.

__6 e—lOOL _ 60te—100[ + §

(z@ (z)) |5 5
iy () N

2 _6 e—lﬂﬂt _ 120te—100t + §

5 5

Sean dos masas M, y M, su-
jetas a dos resortes A y B de
constantes K, y K, respectiva-
mente. Los resortes estan co-
nectados y el sistema resultan- , .,___ &4 ____________
te se mueve. Llamemos Xx, (%) )
y Xx,(t) a los desplazamien-
tos de las dos masas respecto a
sus posiciones de equilibrio en , -0----{3
funcion del tiempo. Calcular el

sistema de ecuaciones diferen-

ciales que define el movimien-

to de las dos masas.
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Vamos a plantear la ley de Newton en cada masa, teniendo en cuenta la
fuerza que ejerce cada muelle sobre cada una de ellas al moverse ambas. Supo-
niendo que el sentido positivo del desplazamiento de las masas es hacia abajo
(ver figura) y que la fuerza que ejerce el muelle sobre la masa es de sentido
opuesto al alargamiento del mismo, para cada masa se tiene:

o My: K, (xy-x)-K x,=MxY
* My —K,(@-x)=Mx7

Siendo K, (v, —2,), en valor absoluto, la fuerza que ejerce el muelle B so-
bre M, y M,y K2, la que ejerce el muelle A sobre M,.

Por tanto, el movimiento de las dos masas unidas por los dos muelles queda
descrito por un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de segundo or-
den. Para determinar dicho movimiento, son necesarias cuatro condiciones, que
suelen ser la posicion y la velocidad de las masas en el instante inicial.

El sistema de ecuaciones que describe el movimiento de las masas es, en-
tonces:

— (K, + Ky) oy + Ky = M)’
Kyxy — Ky = Moy

Un deposito contiene 50 litros de agua en los que se disuelven
25 Kilos de sal. Existe un segundo depoésito con otros 50 litros de agua.
Se bombea liquido hacia dentro y hacia fuera de los tanques de la forma
siguiente:

Entran 3 litros por minuto en el primer depésito.

Salen 4 litros por minuto del primer depésito hacia el segundo.
Sale un litro por minuto del segundo depésito al primero.

Salen tres litros por minuto del segundo depésito al exterior.

Deducir las ecuaciones diferenciales que determinan el nimero de
kilogramos de sal en cada instante en cualquiera de los depésitos:

x, (1), x,(¢).

Llamamos x,(t) y a,(t) al nimero de kilos de sal de cada depdsito en
cada instante con lo que a7 (t), «5(t) representaran la variacion de los kilos
de sal en cada depdésito con el tiempo.

Estableciendo las ecuaciones para cada uno de los depdsitos se tiene:

2 () = % = 12, () — 4, (1)
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dx,
t

=L = An O =350 - 17, ®

x5 (@) =

Ademas contamos con las condiciones iniciales siguientes:

— En el primer depésito la cantidad inicial de sal era de 25: x; (0) = 25.
— En el segundo depésito la cantidad inicial de sal era nula: x, (0) = 0.

Dado un sistema X' (t)=AX(t) de coeficientes constantes y
®(t) matriz fundamental de él, ;sigue siendo @’ (¢) matriz funda-
mental del sistema?

Veamos que la matriz fundamental derivada sigue siendo matriz solucién pe-
ro no tiene porque ser matriz fundamental.

Por ser @ (1) matriz fundamental se tiene que: @’ (t) = A® (¢). Derivan-
do esta expresion se tiene: ®” (¢) = A®’(t) conlo que @’ (¢) verifica el sis-
tema y por lo tanto es matriz solucion.

Veamos un ejemplo donde al derivar la matriz se pierde la independencia li-
neal de las soluciones con lo que la matriz derivada no sera fundamental.

Sea la matriz fundamental:

2t
()= [ 1]
e’ 0

2e* 0
. : . O (1) =
si la derivamos: [2 02! 0]

que resulta una matriz singular (de determinante nulo) y no podrd ser nunca
una matriz fundamental del sistema.

Resolver por el método de Euler el sistema:
X' =x-y

y=5x-3y

Calculando las raices del polinomio caracteristico |A —AIl se obtienen co-
mo valores propios o autovalores, A =-1+14, A=-1-1.
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Determinamos el autovector asociadoa A =-1 + 4:
Ker[A- (-1 +7) 1] =L{(1,2-14)}

con lo que un vector asociado a este A puede ser v = (1,2 —17).
Con ello una solucién al sistema dado es: (x (1), y (1)) = (1,2 —12) et *9".
Para trabajar en el campo real se utilizara la férmula de Euler:

e’ =cost+17sent
Asf:

(1,2-9) e 9 =(1,2-9) e’e’=(1,2-49) e’ (cost + i sent)
Agrupando la parte real e imaginaria de esta expresion se tiene:

(1,2-9) e "D = (e cos t,2e" cost + e sent) +

+i(etsent,—e'cost+2e"sent).

Se verifica que la parte real e imaginaria de esta expresion son las dos solu-
ciones linealmente independientes que buscamos para dar la solucion general
del sistema. Con ello:

e cost e’ sent
2¢ " cost+e'sent e 'cost+2e " sent

D) =[

y la solucién general es:

x®)) e cost e’ sent C,
) 2¢ " cost+e'sent e 'cost+2e"sent) \C,

Demostrar que si ¢ (t) es matriz fundamental del sistema de ecua-
ciones diferenciales lineal homogéneo X’ (t) =A (t) X (t), entonces
¢ (t) K también lo es para toda matriz K constante y regular.

Al ser ¢ (¢) matriz fundamental del sistema, verifica que ¢ (£) =A (2) ¢ (2)

yque [o @)1#0.
Para que ¢ (¢) K sea matriz fundamental hay que pedirle:

1. Que sea regular, es decir que su determinante no sea nulo: ¢ (¢) Kl =
=10 () I1KI1#0, por ser K regular.
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2. Que verifique el sistema X' (1) =A (t) X (t). Se calcula (¢ () K)"
OGO =¢ OK+¢ (@)K y como ¢ () es matriz fundamental
@ @) =A@ ¢ (@) yK esuna matriz de constantes y su derivada es 0
se tiene que (0 (1) K)' =¢" () K yconello: ¢ 1) K=A () ¢ (1) K por
lo que ¢ () K verifica el sistema.

Nota

Este resultado puede simplificar el calculo de una matriz fundamental segin la
férmula establecida en el apartado 5.2.2: ¢ (t) = Pe” P™'. Ya que, como P es una
matriz regular (matriz cambio de base) ¢ (t) P también sera matriz fundamen-
tal y con ello podemos trabajar con la matriz Pe” PP = Pe”, lo que ahorra el
calculo de la inversa.

Resolver el sistema

x' () 1 -1 0\(x@®
y@®|=1 3 0||y@®
PO 0 0 1)iz(®

La solucién general del problema es X (¢) = ¢ (t) C, siendo ¢ () una ma-
triz fundamental y C un vector de constantes. Asi el problema se reduce a en-
contrar una matriz fundamental.

Las raices del polinomio caracteristico asociado a la matriz de los coeficien-
tes A se calculan mediante 1A -AJl=0yson A =1 simpley A =2 doble. Sien-
do los subespacios vectoriales asociados: V=L [(0,0,1)], W=L[(-1,1,0)]
respectivamente. En este caso una matriz de Jordan asociada a la matriz de los
coeficientes es

<

Il
S O =
= DD O
O O

que no resulta diagonal y la matriz de cambio de base es

)

1]
— O O
S O =
S =
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Segun lo estudiado en el punto 5.2.2: ¢ () = Pe” P y con lo deducido del

ejercicio anterior ¢ () = Pe”, es decir:

2t

0 1 -1\[e 0 0 0 e*(1-t) -e
oW)={0 0 1|0 e* 0]|=]|0 te™ e’
10 0|0 te® &% el 0 0

La solucion general del sistema es:
z () 0 e“-t) —-*\(c
y@) =0 e e cy |.
1) e' 0 0 Jes
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Problemas propuestos

Dado el sistema:
2" =bx + 2y + b5t
Y =3x+4y + 17t

a) Comprobar que las siguientes parejas de funciones son soluciones lineal-
mente independientes del sistema homogéneo asociado.

x = 2e” y x=e"

y =-3¢" y=e"

b) Comprobar que x=t+1; y=-bt—2 es soluciéon particular del siste-
ma dado.
¢) Escribir la solucion general del sistema.

ﬂ Determinar si la matriz siguiente es una matriz fundamental del sistema ad-
junto:

el 2e% 0 . 5 0 -4
d()=|0 0 e ; (fi_t: 0 3 0|X
el ¥ 0 2 0 -1

Encontrar el sistema lineal de ecuaciones correspondiente a las siguientes
ecuaciones lineales:

a) Yy +2y+y=e€.
b) vy —y” =12t + 61.
c) yY -2y + by —10y” — 36y’ + 72y =t + cos .

n Indicar de los siguientes conjuntos de soluciones de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales homogéneo de coeficientes constantes: X’ (¢) = AX (), cua-
les forman un sistema fundamental de él en t € (—oo, o0).

a) x@)=("e™), y(@® =" -
b) @) =0+t -2+2t 4+2t),
y@®=(=1,-2,4),
2() = (3+2t —6+4t, 12+ 4D)
o x@®=(00,¢), y®=C>C"e)H, 2 =Qe &+2
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Calcular una matriz fundamental @ (¢) de forma que @ (0) =7 para los
sistemas siguientes:

dy

%+5y—8z:0 — +2y + 2 =sent
dt dt

a) b)
%+15y+7z=0 %—4y—28=cost
dt dt

ﬂ Integrar los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales reduciéndolos
previamente a una ecuacion lineal del orden correspondiente:

a) &' =3xr-y-1 b) a'=x+2y
Yy =x+1y + 4e Y =—x+y

c) ¥ =3xr-y+1

y=x+4y-t

Dada una matriz fundamental de un sistema lineal homogéneo, calcular la
solucién particular que pase por un punto dado.

n Calcular la solucion general de los siguientes sistemas lineales:

a) ¥ +x+2y=cost+sent+e”’ b) ¥=2x-y+¢

Yy —-2x +y=sent—cost Yy =38x-2y+t

n Se tiene el sistema siguiente:
@) (1 0)(x N 2—t
y (@ 4 -2)\y -t
a) Calcular la solucion general del sistema a través de una matriz funda-
mental ® (¢) que verifique @ (0) =1.

b) Resolver el problema de condiciones iniciales dado por
y(0)=2.

2(0) =1,

Determinar %,, 75 y v en funcion del tiempo en el siguiente circuito:
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Rl
O
| S
LZ
u (2 v @
R,
i2
O
L L L+ L
Se tomara: 0, = —; 0, = =2; -t
: Rl ? RZ Rl + Rz
Para el circuito siguiente:
. R 2C 2C
o | |
I I
“ Y
R
u (t) L |:|

a) Establecer las ecuaciones diferenciales para las intensidades que circu-
lan por las mallas de este circuito.

b) Deducir la expresion de 7, sabiendo que u (¢) = —FE 4 cos (ot +p) ¥y
que los condensadores no tienen carga alguna en el instante inicial.
Dato: R*C = 4L.



Capitulo D
TRANSFORMADA DE LAPLACE

Como ya se ha comentado en capitulos anteriores, la mayoria de los proble-
mas consisten en resolver una ecuacion diferencial, obtener su solucion ge-
nerval y luego una solucion particular mediante la aplicacion de condicio-
nes de contorno o condiciones iniciales (problemas de Cauchy) a la solu-
cion general oblenida.

En este capitulo se va a estudiar un nuevo método de resolucion de
gran utilidad en el tratamiento de problemas de valor inicial en el origen
para el caso de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales:
la transformada de Laplace.

1. FUNDAMENTOS

1.1. Definicion. Transformada de Laplace

Dada ¥ (x), funcién continua en x>0 y cuyo producto con e™ es inte-
grable en (0, «) para algun valor de s, se define su transformada de Laplace co-
mo:

LIy @] =F(s) = j:y (x) e dx
Se denota: F(s) =Ly (x)]

La transformada inversa se representa por: y () = L™ [F (s)].

Nota

La expresion de la transformada de Laplace existe si la integral impropia es con-
vergente.
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1.2. Transformada de Laplace de algunas funciones

Vamos a aplicar la definicién anterior para calcular la transformada de La-
place de algunas funciones:

A) Transformada de y (x) = ke™ ke R
ar | _ m ax —sx _ « (a-s)x _
L[ke ] = _[O ke™e ™ dx = kJ.O e dx =

k Lo T k .
:—e(‘””] = si a-s<0 o s>a
a—-S 0 s—a

B) y (x) =sen (bx) be R
L[sen (bx)] = J.: sen(bx)e ¥ dx =

Integrando por partes: w = sen (bx), dv =e* dx:

_1 e ™ sen (bx)} + b Jm cos(bx)e™dx =
s , s

Volviendo a integrar por partes y fijando s > 0:

- s
= bl_1 e cos(bx)| - b—ZJ‘ sen (bx)e ¥ dx
S S 0 s° J0

Asi, llamando 7 a la integral buscada tenemos:

bl b b
I=—|—-=1 s = para s>0
[ } s +b*

1.3. Propiedades de la transformada de Laplace

A) Los operadores transformada y transformada inversa de Laplace son opera-
dores lineales. Es decir:

Llaf(x) +bg (@) =aL [f(x)] +bL [g (x)] =
=aF (s) + bG(s) YV abe R
LY [aF (s) + bG(s)] =aLl™ [F(s)] + bL [G(5)] = af (%) + bg (x)
Siendo F)=L[f(®)], G@)=LI[gw))]
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Demostracion
Para el primero de los resultados, por medio de la propia definicion de transfor-
mada se tiene:

L [af (x)+bg (x)] = r e (af (x) +bg (x)) dx =

0
= aJ.O e ™ f(x) dx+bJ.0 e g(x)dx =

= aL[f ()] +bL[g ()]

B) Transformada de una derivada:
Dada y =y (x) derivable, se considera y’(x). Entonces si existe la
transformada de y’(x) se enuncia el siguiente resultado:

Ly (@) =sL [y @)]-y0)

Demostracion

L [y’ (x)] = J:O e My’ (x)dx

Integrando por partes: w =e™* du = —-se™* dx
dv =y (x) dx v =y (@)
se tiene que:

[y (%) e’“]: + SJ: ey (x)dx =y 0)+ SJ: ey (x)dx

Si y (x) admite derivadas continuas hasta orden 7, se generaliza este re-
sultado de la siguiente manera. La transformada de la derivada segunda es:

Lly”@)]=sLy @)]-y (0)=sLly@)]-sy0) -y (0)
Y en general, para la derivada n-sima de ¥y (x):
Ly @] =s"L [y @] -5y ©) "y (0) - .. -y~ (0)

Lo cual puede comprobarse facilmente por induccién sobre el orden de de-
rivacion.

C) Transformada de una integral. Sea:

9@ = rwa
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Vamos a calcular L [g (x)]:
g@=f@)eLf@]=Lg @]=sL[g@)]-9g0)=sL[g@)]=
= sL, [jo Fo dt}

Donde se ha empleado que ¢ (0) =0. De esta forma:
x 1
LU 20, dt} =—L[f ()]
0 S

D) Foérmula del desplazamiento:
Se verifica que:
Lie“f@)]=F(s-a)

siendo F' (s—a) la transformada de Laplace de f(x) en la variable

S—a.
Demostracion
L[ (@) e“’”] - jo e~ [ () dw = jo T £ () d =
= [ et f@dr=F(s-a)
Nota

Esta féormula es 1til para calcular transformadas de funciones producto en la for-
ma e f(x), conocida L [f(x)]=F(s). Por ejemplo:

g (x) =e* sen bx
Teniendo en cuenta que la transformada de sen bx es:

b
L[sen bx] = m
se tiene que:
_ b
(s—a)* +b*

Llg (@) =

E) Transformada de productos del tipo 2" - f(x)

Si: Lif@]=F() =] fayedr
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Derivando la expresion respecto de s:
F(s) = [ f@)e ™ (a)dw = L[~z f ()]

Asf: Lxf@)] =-F" (s)

Si volvemos a derivar la expresion obtenida:
F”(s) = J.:f(x) e xidy = L[:r2 f(x)]

Procediendo de manera analoga sucesivas veces se obtiene la férmula ge-
neral:

Lfe" s @] = (0" FO 9 = (-0

Ejemplo
Calcular L [x sen bx]

Sabemos que:

b
( =F(s)
st + b2

L [sen bx] =

Derivando respecto de s la expresion se tiene que:

aF _ —2sb
Con lo que:
L [:): sen bx] = %
(s +b%)
Observacion

Es importante sefialar que, como se ha visto, la transformada del producto de
funciones no es el producto de las transformadas.

En la siguiente tabla se indican las transformadas de las funciones mas co-
munmente empleadas:
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J(x) LIf ()] =F(s)
K 5, s>0
S
s 1
e , S>a
s—a
b
senbx - I s>0
s°+
cosbx —2Sb2, s>0
s°+
|
x" , meN Z'l, s>0
S
n n!
x e W S>a
s—a
e““senbx bz 5
(s—a) +b
e" cosbx s—za 5
(s—a) +b
x senbx 228b2 5
(s°+0b7)
st —bp?
x cosbx 5 oG
(s"+b%)

Nota

Una vez conocidas las transformadas de diversas funciones, podemos preguntar-
nos qué condiciones debe verificar una funcién para que exista su transformada
de Laplace. Para ello se estudiaran los siguientes conceptos.

1.4. Definicion. Funcion continua a trozos

Una funcién f(x) se dice continua a trozos en un intervalo [ =[a, b] si
f(x) es continua en €l salvo en un nimero finito de puntos, y existen en dichos
puntos los limites de la funcién por la derecha y por la izquierda y son finitos.
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1.5. Definicion. Funcion de orden exponencial o

Una funcién f(x) es de orden exponencial o si existen o, B constantes y
x, de forma que Vx>, se verifica: |f(x)l <pe”

1.6. Teorema

Dada una funciéon f(x) continua a trozos en [0, b] y de orden exponencial
a, entonces existe la transformada de Laplace de esta funcion.

Demostracion
Si f(x) escontinua a trozos en [0, b] entonces existe:

job f(x)e ™ dx

Si es de orden exponencial o, existen o, B constantes y x, de forma que
Yax2z, setiene: |f(x)l <PBe™
De esta forma, si |f (%) ™1 < Be*™ e, integrando:

> —sx < = (o—s)x
IO fxe dx_joe dx
Sabemos que la ultima integral converge si o <s y con ello se tiene que:
L[f(x)]=_[0 fx)e™dx < o

con lo que se demuestra la existencia de transformada de Laplace para f(x).

2. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

2.1. Introduccion

Se define el operador transformada inversa de Laplace como L™, de forma
que si:
L [f(x)] =F(s), entonces LYF ()] =f(x)

Asi, por ejemplo, utilizando algunas de las transformadas conocidas se tiene
que:

L‘{E}=k Vs>0
S
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L‘l{ k }:ke”’ Vs>a
s—a

L‘l[ﬁ} =senbxr Vs>0
s? +

De la misma manera para el resto de los ejemplos vistos.

2.2. Método de las fracciones simples

A continuacién se expone un método que permite calcular transformadas
inversas de Laplace de funciones F'(s) racionales de la forma:

P(s)
Q(s)

F(s)=

donde P(s) y @(s) son polinomios en la variable s.
El método sigue los siguientes pasos:
1°. Descomponer la fracciéon F'(s) en fracciones simples. Para ello:

a) Encontrar las raices del denominador @ (s). Denotaremos o a una
de sus raices reales de multiplicidad », y a +4b a una de sus raices
complejas y su conjugada. De esta forma:

RIS =(G-0)..[(s—a)+0b.
b) Escribir F'(s) como:

PG)_ A, A Bs+C

”

+ cee + ﬁ
Q) s-o (s—o)" (s—a) +b
¢) Determinar los coeficientes A,, ..., B, C.
2°. Calcular L7 [F(s)] se reduce a obtener:
L’l Al +et A”' 4+t BS—;C 5
s—a (s—o)" (s—a) +b

3°. Aplicando la linealidad del operador el problema consiste en encontrar:

— La transformada inversa de Laplace para las fracciones del tipo:
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A,
(s—0)"
— Y la de fracciones del tipo:
Bs+C

(s—a)* +b*
Para ello:

A. En el primer caso:

! {L} = A L! {;} =
(s—o)' (s—o)'

— 1!
A, Ll[of 1).} A o e

To-D' |Goo) | D!

B. En el segundo caso:
-1 Bs+C 4l s—a+a 4 1
L =B S|t | T
(s—a) +b (s=a) +b (s—a) +b
_1 S—a -1 a -1 1
= BL ﬁ + BL ﬁ +CL ﬁ =
(s—a) +b (s—a) +b (s—a) +b

— Be™ cosbw + D% % ey % =
b (s—a)*+b b (s—a)*+b

= Be™ cosbx + {Ba * C}e’” senbx

Observacion
No todas las funciones F'(s) tienen transformada inversa de Laplace.

3. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.1. Introduccion

Vamos a aplicar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones y siste-
mas de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes con valores
iniciales en el cero. Veremos que, sélo basandonos en las propiedades estudiadas
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anteriormente, estas ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales se con-
vierten en ecuaciones o sistemas de ecuaciones lineales. Una de las ventajas im-
portantes del tratamiento de estos problemas por este método es que se aborda
directamente el problema de condicién inicial en el origen, resolviéndolo sin ne-
cesidad de calcular la solucién general de la ecuacién o del sistema.

3.2. Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes de orden n

Sea el problema de Cauchy dado por:

(m-1

any("+an,ly +ota Y +ayy=b)

Y (0) =4,
Y (0) =4,
YO0 =4,

El método para la resolucién de este problema mediante la transformada de
Laplace es:

1°. Suponiendo que las funciones cumplen las hipétesis de existencia de
transformada, aplicaremos el operador a la ecuaciéon dada:

(m-1

Lia,y" +a, vy +ot+ay +ayyl=L[bw)]
Aplicando la linealidad del operador transformada:
a,Ly“ +a, Ly" N+..+a, Lyl+a,Lyl=L[b@)]

2°. Se relaciona la transformada de las derivadas de una funcién con la
transformada de ella. Asi:

- Ly)=sLlyl-y(0)=sL[y]-4
Ly 1=s"Llyl-sy0) -y (0)=s’L [yl -s A, -4,

Ly =s"Llyl-s""y ) .-y " (0) =s"Llyl -s" " Ay—.. -4, _,

Y sustituyendo en la ecuacién dada cada expresion por su valor:
a, [s"Lyl—s""'A,—..-A, ]+ ..+a,[sL[yl-4]+
+ay L [yl =L [b(2)]

Observamos que es una ecuacion algebraica con una unica incégnita:
L [y]. Despejandola:
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Lylla,s +a, s +..+a,s+a)-

+ .ot ay—..—A, ;la,] =L [b@x)]

n—1 n—2
-Agla,s" +a, ;s

3°. Obtenida la expresion de L [y], se determina la funcién incégnita me-
diante la aplicacién del operador inverso de Laplace:

P L[b (x)] + Ao[ans"‘"1 +a, s 4+ a,l] ot A%_l[an]

1

n n-—
a,s  +a,_;S +--+as+aq

3.3. Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes

Consideremos ahora el sistema lineal de ecuaciones diferenciales dado por:

2/ @) =ay, 2, @) + a2 + ...+ ay, 2,0 +b, (@)
X' (1) = gy 2y () + Qo Xy (1) + ... + g, 2, () + by (1)

xn, (t) = Oy Xy (t) + Gy X (t) to Qg Xy (t) + bn (t)

2,(0) =4,
2, (0) = A,
xm (0) - Arz

El método de resolucién es similar:

1°. Se aplica la transformada de Laplace a cada una de las ecuaciones.

2°. Se relaciona la transformada de la derivada de las funciones con la de
ellas mediante las férmulas ya conocidas.

3°. Se crea asf un sistema lineal de 7 ecuaciones con 7 incégnitas que son
las transformadas de Laplace de las funciones x,(¢) del sistema dife-
rencial dado.

4°. Se resuelve dicho sistema por cualquier método, por ejemplo Cramer.
Obtenidas las expresiones de las transformadas de las incégnitas, se cal-
culan éstas por la aplicacion del operador transformada inversa.

Nota

Puede senalarse que este método es aplicable a sistemas que, siendo del mismo
tipo, contengan derivadas de mayor orden, siempre y cuando sean conocidas las
condiciones iniciales adecuadas.
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Observacion

Como se ha comprobado, el método de la transformada de Laplace resulta 1til y
sencillo de aplicar para la resolucion de ciertos tipos de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales. Su limitacion es que necesita de condiciones dadas en
el origen. Veremos también que es muy bueno para tratar ecuaciones con funcio-
nes continuas a trozos como puede ser el caso del estudio del funcionamiento de
un sistema mecanico o eléctrico. Cualquier sistema fisico que responde a un esti-
mulo puede imaginarse como un dispositivo que transforma una funciéon de en-
trada (estimulo) en una de salida (respuesta). Se rige entonces por una funcién
impulso que es continua a trozos.

4. FUNCION ESCALON. RESOLUCION DE ECUACIONES
CON FUNCIONES CONTINUAS A TROZOS

4.1. Definicion. Funcion escalon

Se define la funcién escalén como:

YA

0 si x<a
Ua(x)={ 1 Pr—

1 si x>a

4.2. Transformada de la funcion escalon
Aplicaremos el operador transformada a esta funcion:

—as

e

Llu, (2)] = jﬂ u, (x)e™" dx = f e du ==

Integral que existe si s > 0.

Nota

Este resultado puede generalizarse para funciones de salto definidas como:
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0 si xz<a
Ua(x)_{x G r>a con AeR

Observacion

Para aplicar la transformada de Laplace a ecuaciones con funciones continuas a
trozos (con saltos finitos), relacionaremos éstas con la funciéon escalén corres-
pondiente de la cual conocemos su transformada y aplicaremos las siguientes
propiedades:

4.3. Propiedades

Considérese la funcion ¥ (x) y su transformada L [y (@)]:
Lly@]=F ()= [ y@e™ d
Multipliquemos la transformada por e™**:
e Lly @)= [ y@)e” " do

Se realizard un cambio de variable en la integral de forma que:

r+a=t & x=t-a
e Lly(x)] = ij(t—a) edt = J.: Ooyit-a)e™ dt+Jj1y t-a)e™dt=

= [, Oy -y di = L[u, Oy (- a)

De esta forma podemos establecer dos importantes conclusiones:
A) Lu,Qyt-a)l=e“Ly®]
B) L'[e®LlyM]]=u,)y-a)

Ejemplo
Calcular la transformada de Laplace de la funcion:

0 si <3
t:
9® {ﬁ si t>3

Relacionamos ¢ (t) con la funcién escalén wu;(t) de forma que:
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g =us @) f(-3)
La funcién adecuada serd f(¢) = (¢ + 3)* ya que
f@=-3)=({t-3+3)?*=¢

De esta forma:

LigM=LusOfC-D=e*L[fD]=
=e*L[t+3)]=L[*+9+61] =

W2 6 9
e —t+—+—
SJ SZ s
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Problemas resueltos

Utilizando la definicion de transformada de Laplace, calcular la
transformada de la funcion: y(x) =x".

y @) =a"

Lix"]= j: x"e ™ dx

Integrando por partes: u =" du =nz""'dx

dv=e*dx; v=-e%Is
y considerando s > 0:

N> -
L[xz"] = —I 2" e ™ dx
s Jo

Procediendo sucesivamente de igual forma, integrando por partes, se ob-
tiene:
n!

n+1
S

Lix"]=

Calcular la transformada de Laplace de g (x) =e" cos bx.

Conocida la transformada de la funcién coseno:

S

L[cos (bx)] = R

se aplicara la propiedad enunciada en el apartado 1.3, con lo que se tiene:

S—a

o=
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Determinar la transformada de Laplace de g (x) = e™ x".

Basta con aplicar la propiedad dada en el apartado 1.3 a la transformada cal-
culada en el ejercicio 1.
n!

Llg@)]= G

n Aplicando las propiedades de la transformada, calcular:

a) L [7x® + 2 sen 3x]
b) L [e™ sen 7x]

a) Aplicaremos la propiedad de la linealidad del operador transformada:
L[72*+2sen3x]=7L [2%] + 2L [sen 3z] =

—72+2 3 —£+ 6
s’ s24+37 s s%49

b) Se aplicara la fomula del desplazamiento vista en el apartado 1.3.
Sabiendo que:
7

s%+49

Llsen7x] = = F(s)

se tiene que:
LlevsenTx]=F(s-a)=F(s+1)=>

7

Lle™ senTx] = —————
(s+1D°+49

Calcular: L"[ 1 }

s’ +s=s5(s*+1) conlo que:

1 A Bs+C
==+

s’+s s s?+1
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Con esto: (s°+1)A +s (Bs+C) =1. Resolviendo el sistema obtenemos:
A=1, B=-1, Cc=0

Aplicando la linealidad del operador transformada inverso se tiene:
Lt 31 | Al o B§+C
s’ +s S s +1

! 31 =L" 1 - 25 =1-cosxz
S"+s S sT+1

Es decir:

ﬂ Calcular la transformada de Laplace de:

g(x)= I: (e“ + 6t> — sen 4t) dt

Se aplicara la propiedad vista en el apartado 1.3 que relacionaba la transfor-
mada de la integral de una funcién con la transformada de la propia funcién:

. 1
LU) f(t)dt}:EL[f(x)]

Asi:
L [65"‘ +62” —sen 496]

S

1 1 3! 4 1 1 36 4
== +6= — — = + ==
s|s-5 st s?+16| s|s—-5 st s2+16

L U: (65‘ +6t% —sen 4t) dt}

Calcular las transformadas de Laplace de las derivadas de las fun-
ciones siguientes:

a) f(x)="T7x*>+2sen3x
b) g(x)=Ix-1I
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a) La funcién f(x) es derivable en todo punto y tiene como derivada
f"(x) = 142 + 6 cos 3x. Se aplicara la propiedad vista en el apartado 1.3:

LS ()] =sL[f(@)]-s00)
Del ejercicio 4 (a) se sabe que:
6

L[7x2+sen3x]=£+ -
S s°+9

ademas, f(0) =0 con ello, la transformada pedida es:

s s7+9

L[f'(x)]=s[%+ 26 }:14 6s
s sT+9

b) g =lx-1l
En este caso se trata de una funcién no derivable en x = 1. De esta forma

no puede aplicarse la propiedad del caso anterior y debe calcularse la trans-
formada con la propia definicion.

vw-{!, 77
Ast:
Ly @)= [ @ear = [ [Tein = L2

Tomando s > 0.

ﬂ a) Sabiendo que L [1] = 1/s, calcular L [x].

b) Si L [cos x] = s/ (s® + 1), calcular L [ sen x].

a) Eligiendo f(x)=x seobtiene f"(x)=1 y f(0)=0. Aplicando la pro-
piedad vista en el apartado 1.3 para la derivada de primer orden se tiene
que:

L [1] =s L [x] - f(0), conlo que despejando se obtiene:

L= Li=~
S S

b) Tomamos f(x)=cosz, f'(x)=senx, f(0)=1. Razonando de forma
analoga al caso a) se tiene que:
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L [sen x] = — (sL [cos x] — cos 0)
es decir:
—s* 1
Lisenx] = +1=
[ ] s*+1 s*+1

n Demostrar que si f(x) es una funcién continua a trozos para
x 20 yde orden exponencial o, si f(x) es peridodica de periodo T, en-
tonces:

LI @)= [ f e ax

La transformada de f(x) viene dada por:
* —Sx T —Sx oc —Sx
L{f@)]= j F(x)e " dy = j f(x)e™ dx+j F () e dx
0 0 T
Se realiza el cambio x =wu + T, con lo que la tltima integral resulta:
J: f(x)e ™ dx =
= J?f(u +T)e ™™ dy = e""TJ.:f (e du =e " L[ f ()]
Con ello, sustituyendo en la primera expresiéon de L [f(x)] se tiene:
L[f@)]=[ faedr= IT f@)edw +e L] f (2)]
0 0
y despejando el valor de L [f(x)] se obtiene el resultado enunciado:

1 d —Sx
T J.O fe™dx

L[f @)= =

Dada la funcion:
x si 0sx<1

0 si 1<x<2

f(x)={
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considérese de periodo 7T =2, es decir; f(x)=f(x +2). Calcular su
transformada de Laplace.

Se aplicard la féormula demostrada en el ejercicio anterior identificando
T =2.

L[ @)= [} F @ e da -
1 2 s 1 1 s 92 .
pEppEr Jof(x)e dx=1_e_23 [Joxe dx+LOe dx}:

Resolver, aplicando la transformada de Laplace, la siguiente ecua-
cion diferencial:

dy 5t
—-2y=e
dt Y
y(0)=3

Aplicamos el operador transformada y sus propiedades a la ecuacion:

L{d—y}—ZL[y] :L[e5”]

dt

1
sLlyl-y (0)-2L[y]l= ——
s—5

1
sLlyl-3-2L[y]l =
s—5
y despejamos L [y]:
3(s-5)+1 _ 3s—14

M= 96-2 " 6-5G-2)

La solucion de la ecuacién diferencial dada es:
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o | 3s-14
y =L Lyl =L {—@_5)(3_2)}

Como el lector puede comprobar facilmente:

It 3s—14 _ §L71 1 +1L71 1 _ §62z +le5t
(s=5)(s-2) 3 s-2| 3 s—5 3 3

Calcular, mediante la transformada de Laplace, la solucién del si-
guiente problema de Cauchy:

£—6x+3y=86’
dt

Aplicamos la transformada de Laplace y sus propiedades al sistema de ecua-
ciones dado:

L{%} —6L[x]+ 3L[y] = L[8e']

d_y _ _ _ :
L{dt} 2L[x]- L[y] = L[4e"]

SL{x]+1-6L[x]+3L[y] = %

4
sLlyl-2L[x]- Llyl= —
s—1
Hemos obtenido el siguiente sistema algebraico:

(s—6) L]+ 3L[y] = =2
s—1
SaL(a]+(s—DLy] = ——
s—1
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Resolvemos el sistema y obtenemos:

—s+7 2
Lyl =

Llw) = —— —
s-D(s—-4 s-D(s—-4

Finalmente, aplicamos la transformada inversa de Laplace, habiendo des-
compuesto previamente L [x] y L [y] en fracciones simples, y obtenemos la
solucién del problema de valor inicial propuesto:

x () = —2e" +e*

2 ,.2 4
ND=——e"+—e
y(@ 3 3

Un determinado dispositivo esta regido por la ecuacién:
x"()-3x"(t) + 2x(t) = F (1)
x(0)=1, x'(0)=-3

donde el término de excitacion F(t) recoge con un cierto tiempo de
respuesta las variaciones de temperatura. Suponiendo que:

0 si 0<t<2
t—2 si t>2

F(t)z{

calcular la expresion de x (t).

Relacionaremos la funcién F'(¢) con la funcién escalon u, (t) a través
de una funcién f(t) de forma que F(t) =u, () f(t-2).

Tomemos f(t) =t, yaque f(t—-2)=t-2 y con ellotenemos laigualdad
buscada.

Apliquemos la transformada de Laplace a la ecuacion:

Lz” O] -3L v O]+ 2L [x O] =L [u, O f(t-2)] &

SLz@)] -sx(0) -2 (0) =3 [sLz )] -2 (0)] + 2L [z )] =

=e”L[f®] o Llz®][s*-3s+2]=e™ Lis-6
S
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A)

B)

e N s? —6s*
s*(s*—385+2) s%(s*-3s+2)

Llz®]=
Aplicando el operador inverso:

-25 3 _ 2
O 7l e — s
s° (s =3s+2) s°(s°—3s+2)

En el primer caso, aplicando las propiedades expuestas en la teoria:

_1{ e } _1[ 1 }
'l |=U0L0OL |\ 5—5——=
$7 (8" —3s+2) sT(s"=3s+2)] ,

Trabajando con el método de las fracciones simples se obtiene:
1 1
U, )| =e? +=e"?
2 () { 5 2

En el segundo caso, aplicando de nuevo el método de las fracciones simples:

3 n.2
L_l 252—68 =5et—8€2t
s (s =35+2)

Con ello, la solucién al problema resulta:

2 = U, () Ee +%ew2>} +5e' — 8¢

2
e =8 si 0<t<2

x () =

DO | =

[et’z + 62("2)] +5e'—8e% si t>2

Resolver el siguiente problema de valor inicial:

xXM+3xM)+y M-y =1
XM -x@W+y@)-yt)=e'
x(0)=0=y(0)
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Se aplicara el método de la transformada de Laplace:

Lz’ +3x@+y ®-y®OI=L[1] =
s+3)Lxl+(G-1) Lyl =1/

L@ -x2@®+y O -y®O]=LIT=
s-DLx)+G-1D)Lyl=1(6-1)
Restando la segunda ecuacion de la primera:

1 1 1 1
(S+3—S+1)L[x]—;—; (=4 L[x]—zs—m

Aplicando el operador de la transformada inversa se obtiene:

-1 1 -1 1 _l_l L:l —_ et

Para determinar la funciéon y (¢) se sustituye en cualquiera de las ecuacio-
nes el valor obtenido para L [x] :

bs—1 1| 1 4 1
Lyl = =—{ + 2——}
4(s-D(s-Ds 4|s-1 (s-1) S

Aplicando L™
yo=to[ L 4 1] (1), 1
4 s=1 (s-1* s 4 4

Observacion
El mismo resultado se hubiese obtenido méas sencillamente restando la segunda
ecuacion a la primera.

Un circuito RLC esta formado por una resistencia de 20 Q, un in-
ductor de 1 H y un condensador de 0,002 F. Estos elementos estan co-
nectados en serie. Se pide calcular, por medio de la transformada de La-
place, la expresion de la intensidad que circula por el circuito a lo largo
del tiempo si se conecta a una fuente de alimentacion alterna cuya fuer-
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za electromotriz viene dada por 1700 sen 20¢V. En el instante inicial
la carga del condensador son —4C y la intensidad del circuito es nula.

20 Q
AW

<~ 1700 sen 20¢ V ——2-10°F

T
1H

La ecuacion que modeliza la situacion expuesta es:

. di (1) q_(t)=
Rz(t)+L—dt + - E®)

Imponiendo que la intensidad () es la derivada de la carga q (1), y
sustituyendo los datos del problema se tiene:

d*q
dt*

+ 20% +500g = 1700sen20t = E ()

Se trata de una ecuacién de segundo orden, lineal y de coeficientes constan-
tes, con valores iniciales en el origen. Se aplica la transformada de Laplace:
s2L [q] = sq (0) = ¢’ (0) + 20sL [g] — 20q (0) + 500L [q] = 1700L [ sen 20¢];
(s*+20s + 500) L [q] + 4 s + 80 = 34000/(s* + 400);

34000 — 4s” — 1600s — 80s” — 32000

L
a (s® +400)(s® + 20s + 500)

Empleando el método de las fracciones simples se tiene:

—4s+20 -20
= +

L
4] s* +400 (s+10)* + 400

Aplicando el operador inversa de la transformada:
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g =40 | |+ | 2| 2|
s+ 400 s° +400 (s+10)" + 400

=q() = —4cos20t +sen20t — e """ sen 20¢

Con esto, la intensidad que circula por el circuito a lo largo del tiempo es:

() =q (t) = 80 sen 20t + 20 cos 20t +
+ 107" sen 20t — 20e™'" cos 20z.

Nota

Puede observarse que la intensidad que circula por el circuito consta de dos tér-
minos:

— Régimen transitorio: 10e™'” sen 20t — 20e™'* cos 20¢t. Este término practi-
camente desaparece a medida que el tiempo avanza (exponenciales de-
crecientes).

— Régimen permanente:
80 sen 20¢ + 20 cos 20t = 20 (17)** sen (20t + 0,24)

Funcién senoidal que representa la intensidad que circula por el circuito a
lo largo del tiempo.

Resolver y” -6y’ + 9y =t%e*, con y(0)=2, y' (0)=6.
Aplicamos la transformada de Laplace:

Ly 1-6L[y1+9L [yl =L [t*%e"] &
S°L [y] = sy (0) =y (0) = 6 [sL [y] -y (0)] + 9L [y] = L [t*€™]

sustituyendo las condiciones iniciales y calculando la transformada de t%™, se
tiene:

2 2
+

s—=3 (s-3)°

2 2
(s=-3) L[y]=2(8—3)+m & Llyl=

Sélo resta aplicar el operador inversa de la transformada:
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W):L{L+ - }m{ ! }%1[ 4 }
s—3 (s—3)° s—3] 47 |(s-3)°

= 2% 4 L pie™
12

Con ello, la solucién del problema de valor inicial dado es:

1
x) = 2% + —t'e™
y () 12

Resolver la ecuacion integral:

y(x)=e" + J: 3y(t)dt

Aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacion:

Ly (2)] = L[e“ + j: 3y (1) dt} = Lle"]+ SL[I:y(z) dt} -

1 1 3

Despejando L [y (x)] se tiene:

(1—§jL[ycxn=i
S s—1

La funcién buscada es:

4 s
y@ =1L {(s—l)(s—sj

Se aplica el método de las fracciones simples para la resolucion:

y(x):_—lL‘l[ 1 }+§L‘l{ 1 } & y(x)=_?le“+§e"

2 (s-D| 2 (s-3) 2
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Resolver el problema de valor inicial dado por:
y'-5y +4y=4; y0)=0; y'(0)=2
Aplicaremos la transformada de Laplace a la ecuacion:
Ly”|-5L[y]1+4L[yl=L[4] & (s"~-b6s+4)Lyl=2+4/s
con lo que, despejando L [y] se tiene:

2s+4

Liyl = —25*t%
] s(s® —Bs+4)

y aplicando el método de fracciones simples:

o y@)=1-2e" +e'*

Hallar la solucion del sistema:
X)) =-Tx{®)+y()+5
y (t) =-2x(t)-by(t)-37t

que cumple la condicién inicial x(0) =0; y(0) =0.

Se aplica la transformada de Laplace a las dos ecuaciones:

Lz’ O] =-7L [x O] + L [y O] + L [5]
Ly ®]=-2L [x (O] -5L [y ] -37L [1]

es decir:

bs® +25s — 37 —47s — 259

L = L =
)l s*(s* +125+37)’ ol s*(s* +12s +37)

Descomponiendo en fracciones simples:

1 1 S+6 1 7 s—5
Lix@D)=—--——-—5—""; L D=———F——F""=
% @)] s s? s?+12s+37 v ®] s s% s?+12s+37

y aplicando el operador transformada inversa:
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x()=1-t—e%cost

y@) =1-Tt—ecost+esent

Demostrar que la transformada inversa de una funcién F(s) no
es unica.

Consideremos dos funciones G (s) y H(s) que difieran sélo en una fun-
cion N (s) tal que:

ij(z)dt:O V>0

puede comprobarse, utilizando la definiciéon de la transformada de Laplace que
ambas funciones tienen la misma transformada.
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Problemas propuestos

Aplicando las propiedades de la transformada, calcular:

a) L [2*e*¥—e™] b) L [e™ + 62° — sen 4]
c) L [e° cos 2x] d) L [2%sen 27]

Utilizando las propiedades de la transformada, calcular las siguientes trans-
formadas inversas.

2 L’l_ s—1 ) L’1_353_282+138_6
s> —5-6 (s+2)(s* -4
r .2
b :5—3 ‘ & I bs +15s+1£
L(s* +4)° [ (s-D(s-2)
o Lt|—325 £) L Sl
| s* +3s” +2s” | (s-2)(s+3)(s”+1D)
1 1, -
. Lfl —— 2 _-3x
Comprobar que: {—(s T3 } 5 xe

n Comprobar que:

L‘{ 14}:% chiseni—sh%cosé
l+s N2 \/5 V2 N2 2

Resolver, utilizando la transformada de Laplace, las siguientes ecuaciones
diferenciales.

d’x _dx s
a -3=+2x=¢e" z()=1 2(0)=2
) e o ©) ©)
3
by 2oLy 2(0) = 2" (0) = 27 (0) = 0
dat? 2
2
c) dx+x=e'2tsent 2(0)=2"(0)=0

dt?
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2

d) +x=1 z(=1 2(0)=2

t2

ﬂ Resolver los siguientes sistemas utilizando las propiedades de la transformada.

a) a2’ —-4x-y+36t=0

x2(0) =0, 0O)=1
y’+2x—y+2€‘=0} © y©

b) a¥'=-x+y+z
y=x-y+z 20 =1, y0)=200)=0
d=x+y+z

t
c) x’+y’—Ly(m)dt =el +1

} 2(0)=y@=y"(0)=0
x+y’' =y-1

d) a'=2x-2y+z+sent
Yy =4x -2y + 2+ cost 2(0)=1, y0)=-1, =20)=3
2’ =z+e ' sent

Utilizando la definicién de transformada de Laplace calcular:

3 O<ax<2
-1 x>2

a) L[f(x)] f(x)={
22 O<ax<l

b) L[f(x)] f(x)=+40 l<x <2l
-x x>21

x+1 x<2
x—-1 x>2

¢) L[f(2)] S (@) ={

ﬂ Cierto dispositivo se rige mediante la ecuacion diferencial:
2 +3x +4r =F (@), x(0)=0, 27(0)=1

. 0 t<1
Sabiendo que F (1) = ; calcular (7).
4¢-1D) t>1

ﬂ Calcular la transformada de la funcién f(«x) = sen (ax) cos (ax), siendo a
una constante real.






Capitulo 0
SERIES DE FOURIER

La representacion de _funciones mediante series de Fourier es una teo-
ria muy utilizada en la Matemdlica, especialmente en la resolucion de
ecuaciones en derivadas parciales. Esta representacion de una funcion
mediante suma de armonicos (funciones sinusoidales) tiene interés en 1m-
genieria. Una aplicacion destacable se centra en la resolucion de ecuacio-
nes diferenciales de seqgundo orden: ay” (x) + by’ (x) +cy (x) =f (x), sien-
do f (x) una funcion periodica. Ecuaciones que modelizan diversos siste-
mas eléctricos y mecdnicos cuando [ (x) designa una perturbacion de tipo
periodico en dichos sistemas.

En general, en el estudio de un gran niumero de fenomenos fisicos apa-
recen ecuaciones diferenciales que para su resolucion necesitan de series
trigonométricas de la _forma:

% + i [an cos(nx) +b, sen (nx)]

n=1

Una expresion que nos da una tdea de la periodicidad del fendmeno es-
tudiado. Esto ocurre, entre otros ejemplos, en:

— La teoria del sonido.
— El estudio de las ondas electromagnéticas.
— La transmaision de calor:

Hoy en dia, este tipo de series tiene inlerés en el estudio de vibraciones
de sistemas fisicos sometidos a perturbaciones de cardcter periodico.

De esta manera, vamos a ver como pueden representarse funciones a
través de series. Por ejemplo, en los circuitos eléctricos aparecen a menudo
Sfunciones periodicas (combinaciones lineales o no de senos y cosenos). En
este capitulo se establecerda como toda funcion periodica puede expresarse
en términos de una serie trigonometrica.
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1. FUNDAMENTOS
1.1. Definicion. Funcion periédica. Periodo

Dada una funcién f (x) se dice que es periddica si existe p >0 de forma
que:

S@+p)=f()

Al menor valor de p que verifica esta relacion se le denomina periodo de la
funcion.

Observacion

Si p verifica la condicién de ser periodo para una funcién, np también lo hace
para todo 7 € N. De esta forma, como se ha expuesto anteriormente, se toma el
periodo como el “menor” de todos los valores que cumplen la propiedad.

1.2. Definicion. Serie de Fourier para funciones 2n-peridodicas

El cientifico francés Fourier establecié a principios del siglo XIX la idea de
expresar una funcién de periodo p = 2n como combinacion lineal de senos y co-
senos mediante una serie que lleva su nombre. Asi, llamaremos serie de Fourier
trigonométrica de la funcién f (x) a:

% + ; [an cos(nx) +b, sen (nx)]

Para asociar una serie de este tipo a una funcién deberan determinarse los
coeficientes a, y b, llamados coeficientes de Fourier.

1.3. Proposicion. Ortogonalidad de las funciones trigonométricas

Las funciones sen (mt) y cos (mt) son ortogonales en [, w], en el sen-
tido siguiente:

0 sim=#n

T sim=n

f cos(mt)cos(nt)dt = {

0 sim#mn
- T sim=mn

Jn sen (mt)sen(nt)dt = {

J.n sen (mt)cos(nt)dt =0, Y m,n

)
-7
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Nota

Puede verificarse el resultado mediante la integracién por partes de las integra-
les propuestas, asi como utilizando las propiedades de la integracién de funcio-
nes pares e impares a lo largo de intervalos simétricos [—a, a.

1.4. Calculo de los coeficientes de Fourier

Dada una funcién f (x) de periodo 2w se desea encontrar los coeficientes
que permitan establecer:

f(x) = 70 2[% cos(nx) +b, sen (nx)] )}

Comenzaremos suponiendo que la serie es uniformemente convergente pa-
ra que pueda ser integrada término a término en [-m, 7t]:

i) Calculo de a,

Integremos directamente la igualdad (1) entre -w y m:
T (" a/_o ik n T
L[ f(x)dx = L: 5 dx + nz:‘; [J.n a,, cos (nx)dx + L[ b, sen (nx) dx}

Basandonos en las propiedades de las integrales y en los resultados estable-
cidos en la proposicién 1.3. tenemos que:

a, = %fﬂf(x) dx

ii) Calculo de a,,

Multipliquemos la ecuacién (1) por cos (mx):

Sf(x)cos(mx) = %) cos(mx) +
+i [an cos(nx) cos(mx) + b, sen (nx) cos (mx)]

Integrando de forma andloga al caso i) obtenemos:

f S (x)cos(mx)dx = % f cos(mx)dx +
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+i [an 'r[ cos(nx)cos(mx)dx +0b, 'r[ sen (nx) cos (mx) dx}
) =T -7

Por los resultados de la proposicion 1.3. la igualdad queda como:
jn f(x)cos(nx)dx = a,, J.n cos® (nx) dx

Con lo que los coeficientes a, se calculan mediante la expresion:

a, = 1 Jn S (x)cos(nx)dx
T J-=

iii) Calculo de b,

Procediendo de modo andlogo al caso ii) pero multiplicando la ecuacion por
el término sen (mx) se determina:

b, = l J-n S (x)sen(nx)dx
TC J-n

Observacion

Es importante sefialar que la serie asi definida puede no converger en todo pun-
to a la funcién. Mas adelante se enunciara el teorema de convergencia para las
series de Fourier. Por tanto, lo correcto entonces sera establecer:

f(x) = a?() + i [an cos(nx) + b, sen (mc)]
n=1

1.5. Generalizaciéon a las funciones de periodo p

Hasta el momento, se ha desarrollado la serie de Fourier para una funcién
que debe ser periddica de periodo 2m. Trataremos ahora funciones continuas a
trozos con periodos p. Se generalizard para ellas el cdlculo de los coeficientes
de Fourier.

Sea entonces f (x) funcién de cualquier periodo p. Tomemos el semipe-
riodo L de forma que: 2L = p. Se trabajara con la funcién:

gu) = f(ﬂj
T

Se verifica que ésta es una funciéon de periodo 2w, para la cual podremos
calcular su desarrollo en serie de Fourier segin la teoria expuesta anteriormente.
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Veamos este resultado:

Q(U+2n)=f[@}=f{L—u+@}=f{L—u+p}=f(%)=g(u)

T T I
Si desarrollamos en serie g (u):

g(u) = % + i [CL,,Z cos(nu) + b, sen (nu)]

donde los coeficientes seran:
1 ¢=
a, =— I g (u)cos(nu)dx
T J-n
1 ¢n
b, =— J g (u)sen (nu)dx
T J-n

Si realizamos el cambio de variable

e e S (@) =g
i L

f(@) = 2{ cos( j+b sen(n%xﬂ

donde los coeficientes quedan:
nnx do
L

b, = % fn g(uw)sen (nu)dx = %Ji S (x)sen (%) dx

tendremos:

a, = %fﬂg(u) cos (nu) dx = %Jif(x) COS(

De esta manera ha quedado establecido el desarrollo de Fourier para cual-
quier funcién periédica sea cual sea su periodo.

Observacion
De forma mas general, se pueden extender estas féormulas a cualquier intervalo

de longitud un periodo, de forma que:
nnx] dor
L

1 pa+2L
a, = ZL f(x)COS(
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1 pa+2L

nnY
b, = 7). S (x)sen [T) dx

1.6. Teorema de convergencia

Como se ha comentado en el apartado 1.4, el que existan los coeficientes de
la serie de Fourier no implica la convergencia de la serie a la funcién. Para tener
garantias de cuando o dénde se produce la convergencia se cuenta con el si-
guiente teorema:

Dada una funcién f (x) periédica y suave por tramos (de derivada continua
a trozos) entonces la serie de Fourier de f (x) converge :

a) al valor de la funcién en todos aquellos puntos donde f es continua
b) al valor promedio 1/2 [f (x*) +f (x7)] en los puntos de discontinuidad
de f, siendo f(x*) y f(x") los limites laterales de f en .

El teorema puede enunciarse diciendo que la serie de Fourier de una funcion
periddica y suave por tramos converge en todo punto al valor promedio de ella.

Ejemplo

En las graficas que aparecen en la pagina siguiente se puede apreciar la idea
de aproximacion de una funcion por el desarrollo en serie de Fourier para el
caso de la funcion periddica de periodo 2

-1<x2<0

F@) = {0
1 0<x<1

La primera corresponde a tomar los tres primeros términos del desarrollo, la

segunda a tomar los siete primeros y la tercera los quince.

Veamos cémo seria el desarrollo analitico:

Aplicando para esta funcién las férmulas de los coeficientes de Fourier an-

teriormente presentadas, se tiene:

a =1, a, =0, b, = _—1((—1)"—1)
nw
con ello el desarrollo es:
1 & -1 1 2 1
—+ )Y —((-D"-Dlsen(nmr) = =+ — —sen (nmx
s+ 2 (D= D)sen(nm) = S+~ 3 —sen(nw)

n=1 7 impar

Los primeros términos quedan:

l+zsen(7m), l+2 sen(m)+lsen(3m) ,
2 m 2 2
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%4 [ —

Wy f—
Py ——

2. FUNCIONES PARES E IMPARES

En principio, se ha generalizado la teoria del desarrollo en serie de Fourier
para funciones periédicas definidas en cualquier intervalo de longitud un perio-
do. Sin embargo, trabajar con un intervalo simétrico (-a, a) ofrece grandes
ventajas para el estudio de funciones con propiedades de simetria.
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2.1. Definicion. Funcion par, funcion impar

Una funcion f(x) es par si f(—x) =f(x). La funcién f(x) es impar si

S Ew) = @),

Observacion
La grafica de una funcién par es simétrica respecto del eje OY; y la de una fun-
cioén impar es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Ejemplos:
1) Funciones pares son, por ejemplo:

2, cos(x), cos [ nzx]

2) Funciones impares son:

x, sen(x), sen(%)

2.2. Propiedades

1) Puede comprobarse facilmente, observando los dibujos de este tipo de
funciones y puesto que las integrales representan las areas bajo las curvas, que
se cumplen las siguientes igualdades:

a) Si f(x) esimpar:
[ r@yar=o0
(cancelacién de areas)
b) Si f(x) es par:
[ reyas=2] f@)ds

2) Bajo productos, las funciones pares e impares se comportan de la si-
guiente manera:
— El producto de cualquier nimero de funciones pares es una funcién par.
— El producto de un nimero impar de funciones impares es una funcion
impar.
— El producto de un nimero par de funciones impares es una funcién par.
— El producto de una funcién impar y una par es una funcién impar.

Ejemplos:
1) Si f(x) esuna funcién par tendremos que:
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f(x)cos [ nnx} sera par
Sf(x)sen ( nzxj sera impar

2) Si f(x) esimpar:

f(x)cos [ nnx] sera impar

h

nmn
L

S

S (x) sen( j sera par

Observacion
Basado en las propiedades enunciadas anteriormente, se establece el siguiente
teorema.

2.3. Teorema

Sea f (x) funcién integrable definida en un intervalo (-L, L). En general,
su serie de Fourier sera:

S0, nr o
f(x) = 5 +2{an cos[n 7 j+bnsen(n i H

n=1

siendo los coeficientes:

a, = % f{ f(x)cos ( nzx ) dx

1 ¢ nwx
b, = 7 J:L Sf(x)sen [T] dx

a) Si f(x) esuna funcién par admite un desarrollo de Fourier de cosenos,
ya que por las propiedades enunciadas b,, = 0.

b) Si f(x) es una funcién impar admite un desarrollo de Fourier de senos,
ya que por las propiedades enunciadas a,, = 0.

Ejemplo

En el problema resuelto niimero 1 se desarrolla la funcion f(x) =,
—-n<x <m. Como puede comprobarse facilmente se trata de una funcién
impar y, por este motivo, su desarrollo queda en términos de senos:
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sen (2x) N sen(3x)
5 3

x = 2|sen(x)—

Observacion

Estas propiedades permiten realizar el desarrollo de una determinada funcién
definida en un intervalo de longitud L prolongandola de forma par o impar segun
convenga. Para ello serd suficiente con tomarla de periodo p = 2L y hacer su
desarrollo de Fourier en senos o cosenos. Véanse los problemas resueltos 3 y 6.

3. CONSIDERACIONES SOBRE LAS SERIES DE FOURIER

Todas las funciones que aparecen en una serie de Fourier son periddicas
con periodo p = 2L. Asi, dada una funcion f (x) L <x <L, a desarrollar en se-
rie de Fourier, si no es periddica se extendera peridodicamente. Para ello se toma
la funcién en el intervalo [-L, L] y se repetird ese patrén con periodo p = 2L.
Es esa extension la que pretende representar la serie de Fourier.

El desarrollo en serie de Fourier es muy ttil ya que permite expresar fun-
ciones como combinacién y superposicion de armoénicos simples. Una importante
ventaja es que son capaces de representar funciones muy generales, con muchas
discontinuidades, del tipo de las funciones de “impulso” de ingenieria electréni-
ca. Esto es debido a que, como se ha expuesto en los apartados anteriores, la
continuidad de la funcién a desarrollar no es condicién suficiente para la conver-
gencia de la serie, pero tampoco necesaria.

Otra de sus ventajas reside en el hecho de desarrollar una funcién definida
en un cierto intervalo en términos de serie de Fourier de senos o de cosenos.
Hacer cada uno de estos desarrollos permite extender esta funciéon de forma par
o impar para su posible utilizacién en problemas diferentes.

En cuanto a su aplicacion a la resolucién de ecuaciones diferenciales puede
verse en el ejercicio resuelto niumero 5.
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Problemas resueltos

Calcular la serie de Fourier para la funcion f(x)=x, -t <x <.

w S S S S
v

Consideramos la funcién con un periodo p = 2m.

— Calculo de a:
1 p=
a, = —J f(x)dx
T J-n
T 2 "
Qg =l xdle{x—} =0
T J-n T o
— Célculo de a,,:
1 ¢n
a, = —J f(x)cos(nx)dx
T J-n

T

=0

1 {xsen (nx) , cos (nx)}

1 ¢n
a, = —_[ xcos(nx)dr = — 5

T J-n T n n .
Integral que se ha realizado por partes u =x, dv = cos (nx).

— Calculo de b,
Se integrara la expresion por partes: w =x, dv = sen (nx)

b, = L Jm S (x)sen(nx)dx
T J-n

b, = L xsen (nx)dx = l{

s

2

_ xcos(nx) | sen (nx)
T J-n i

n n

-7
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_ l{_ mcos(nm)  mcos(—nm)

} — 2 cos (nm) = 2(_1)%1
n n n n

m

De esta manera, la serie obtenida para la funcion es:

. 2{sen () - sen (2x) | sen (Bx) }

2 3

Observacion

Como puede apreciarse en el dibujo, la funcién a desarrollar es impar con lo que
los coeficientes a, han resultado nulos y el desarrollo s6lo en términos de se-
nos.

ﬂ Calcular la serie de Fourier, estudiando su convergencia, asociada
a la funcion:

-1 -7<x<0

1 O<x<rm

f(x)={

Determinaremos los coeficientes de Fourier. Se toma la funcién periédica de
periodo p =2m. Con ello:

a, = %U_On—m“j:mx} -0
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a, = ljn Sf(x)cos(nx)dx =
T J-n
0 T
= L U —1lcos(nx)dx + j 1cos(nx) dx} =0
T|J-n 0
Este resultado ya era conocido si se observa que la funcién es impar.
b, = lJ.n Sf(x)sen(nx)dx =
T J-n

11 ¢0 T
= P U" —1lsen(nx)dx + _[0 1sen (nx) dx} =

4 . .
— sl m esimpar

[1 - (_1)”] ={nn

0 si m espar

= i[l —CoS (nn)] = 2
nr nm

De esta forma el desarrollo de f (x) queda:

a?() + i [an cos(nx) +b, sen (nx)]

n=1

S (@) =

BER RG]
f(x)= - 2 - sen (nx)

n=1

Para el estudio de la convergencia se debe observar que la funcién es conti-
nua a trozos, por ello pueden aparecer problemas en los puntos de discontinui-
dad : —m, .

El teorema de convergencia afirma que en estos puntos la serie converge al
valor:

e+ ran
Al ]

Esto se traduce en este caso:

a) La serie en —mt converge a:

S+ fEn) -+l
P P

b) En m:

S+ f@) _ D+ _
2 2

0
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Los valores hacia los que converge la serie no coinciden con la definicion
de la funcién en estos puntos. De esta forma, existe convergencia de la serie a
la funcién en todo punto excepto en los puntos de discontinuidad. En este caso
lo correcto es expresar el desarrollo como una aproximacién y no como una
igualdad.

J(x)= EZ,Lyzl),sen (nx)

T

n=1

Desarrollar la funciéon f(x) =x, 0 <x <7 en términos de cosenos.

Lo primero que se debe hacer es extender esta funciéon de manera par (si-
métrica respecto del eje OY). Para ello la consideraremos periédica de p = 2n
y la redefiniremos a lo largo de un periodo de forma par:

—én —T T 2n

Sabemos entonces que la funcion f (x) asi definida se desarrolla en térmi-
nos de cosenos:

Ay~
f(x)= > + Z a,, cos (nx)
n=1
ya que son nulos los b,. Calculamos los coeficientes no nulos como:

1
ay =

= Efﬂf(x)dx = %J:xdx =T

por ser f(x) paren [-m, m|
a, = L _r[ f(x)cos(nx)dx = 2 _r[ xcos(nx)dx =
T J-7 T J0

— 2 _ —
= [cos (nm) 1]

2
nn’

1]

(donde se ha integrado por partes)
De esta forma el desarrollo de Fourier de cosenos para esta funcién es:
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f(x)= r_ é cos(x) + cos (,390) + cos ((596) + }
2 x 2 5°

Sefalar que, al ser la funcién continua en todo punto, existe convergencia
de la serie a la funcién para todo valor de x.

¥ Desarrollar en serie de Fourier, estudiando la convergencia de la
misma, la funcion:

0 si 2<x<0
1 si O<x<2

f(x)={

Trabajamos con una funcion que consideraremos de periodo p =4 (L = 2).
Su desarrollo en serie serd de la forma:

f(x) = %0 + ;{an cos [n%) +b, sen (n%ﬂ

1 ¢L 1[0 2
a, =ZJ._Lf(x)dxzEU_Zde+J.01dx}:
nnx)dx:
L
]d + = jlco[ ijd,xzo
2
nnx)dx:
L

:_j Ose ( jd +— jlse (”g de:

0 si m espar

siendo:

1 ¢L
@, = Z-I.Lf(x)cos(

-1 0co s(

1 (L
b, = ZILf(x)sen(

- 1 ( l)w
— si m esimpar

de esta manera el desarrollo de Fourier es:
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1 2 1 nnx
—+ — —sen| —
2 T 2 n [ 2 )

7 impar

Observacion

Es interesante destacar que en este caso el desarrollo de Fourier ha quedado en
términos de senos y sin embargo la funcién a desarrollar no es impar. El teorema
establecido en el tratamiento de funciones pares e impares se aplica en el sentido
enunciado, en el otro caso no se puede asegurar nada, es decir existen funciones
de desarrollos en términos solo de senos o cosenos sin ser impares o pares.

En cuanto a la convergencia, sabemos que en los puntos de discontinuidad
(x =0, £2, +4, ...) la serie converge al valor promedio de la funcién:

S+ (@) 140 1
2 2 9

Como en estos puntos f (x) no esta definida, redefiniendo la funcién en la forma:
0 si-2<x<0
f(x)=<1 si O<x<?2
1/2 si x=-2,0,2

tendremos convergencia en todo punto, Asi:

S :%+2 2 %sen[%)

7 impar

La siguiente ecuacion diferencial modeliza un sistema mecanico no
amortiguado con un resorte:

f(t) A
%x” O+4x®) =1 T+

donde f (t) representa la
fuerza externa de periodo 2
que impulsa la masa. La grafi- ‘ ‘ ‘ ‘
ca de f(t) viene dada en la / 1 o 3 M 5
figura habiéndose prolongado /
de forma impar hacia la parte /
negativa del tiempo %.

Encontrar la solucion par- /
ticular de este problema.
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El primer paso es encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcion
f(®). Teniendo en cuenta que se trata de un desarrollo en términos de senos, co-
mo puede comprobarse siguiendo los pasos del calculo de los coeficientes de

Fourier, éste resulta:

oo 2 (_1)’VL+1
2 B sen (nmnt)

n=1

La ecuacion diferencial a resolver es:

20" sen (nmt)

x” )+ 4z () = Z

Se desarrolla la funcién incégnita en términos de Fourier del mismo tipo
que la f (1) , es decir:
x(t) = an sen (nmt)

n=1

lo que sustituyendo en la ecuacion:

L 3 b, (—sen (nnt))n’n® + 4 3 b, sen(nmnt) = 3 MSQH(TLRI)
n

gl
n=1 n=1 n=1

Para llegar a la solucién pedida, igualamos los coeficientes de sen (nmt)
que permiten conocer los b, y con ello la funcién x (¢):

n+1 _ 1+l
—inn +41b, &, es decir : bnle)22
16 n n(64-n"n)

Con ello, la solucién es:

B oo 32 (_1)n+1
x(t) = g{—n 64— ) sen (nmt)

A Desarrollar f(x)=x2, 0<x<L.

a) Tal y como se ha definido, con periodo L.
b) En una serie de cosenos prolongandola adecuadamente.
¢) En una serie de senos prolongandola adecuadamente.

En la figura se ve la grafica de la funcion:
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yi

y=x2, O<x<L

a) En este caso se quiere hacer el desarrollo de la funcién representada en la
grafica siguiente:

—-4L -3L -2L

Calculamos los coeficientes de Fourier:

1 L
CL/2%

1 ¢, 2nma I
a, =——| x°cos dx =
L/2% L n*n*

L 2
S S CP 1 P
L/2Jo L nmn

a, 2 do = %LZ

La serie de Fourier queda:

2 2 oo
f(x)=%+%2{ 1 cos(zngx)+%sen(2n;xﬂ

2
n=1 nm

b) Para este apartado se necesita una prolongacion par de la funcion:
Se trabaja con la funcién de la figura:
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YA

-4, -3L 2L

Calculamos los coeficientes de Fourier:

_ 4L2 (_1)71

nr?

Integracion que se realiza por partes.
Los b, son nulos en este caso, como ya sabfamos, al ser una funcién par.
Con ello el desarrollo de Fourier resulta:
ML
L

2
¢) Para este apartado se necesita una prolongacién impar de la funcion:
Se trabaja con la funcion de la figura:

I A $

f@=E+ iy E

yi

7
3L/ 4L
/
/

-L/

/

7
/AL

7
L/ 2L
/
/
/

7
—3L/’ oL
/
/

Calculamos los coeficientes de Fourier:
Para este apartado resultan nulos los coeficientes a, y a,,.

B ZLZ (_1)n+1 4L [( 1)
B nm

?’ZTE

Integracion que se realiza por partes.
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Por consiguiente:

2
f=£

S| o 21" 1]

n n*n’

n=1
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Problemas propuestos

Obtener el desarrollo de Fourier de la funcién periddica f (x) definida a lo
largo del periodo [-m, m] como:

0 —-n<x<0
senx O<ax<m

f(x)={

Representar la grafica de la funcién a desarrollar.

Obtener el desarrollo de Fourier de la intensidad de un circuito de doble
onda siendo:
I (x) =lsenxl

Determinar la serie de Fourier de la funcién de periodo 2m definida como:

0 —-m<a<0
f(x)=42x O<x<rm

/4

—~ xX=7m -

2

n Sea la funcién f (x) = 2x, 0 <x <m. Se pide:

a) Calcular su desarrollo en serie de Fourier de senos extendiéndola ade-
cuadamente.

b) Calcular su desarrollo en serie de Fourier de cosenos extendiéndola ade-
cuadamente.

c) Calcular su desarrollo en serie de Fourier considerandola periédica de
periodo .

Dibujar en cada caso la funcion desarrollada.

La carga de un condensador presenta un crecimiento exponencial:
q (x) =¢€", 0<x<2

Obtener el desarrollo en serie de Fourier de senos de la funcion g (x).

ﬂ En la construccién en serie de pequeias ruedas dentadas para relojes de
cuerda, se ha observado en las pruebas efectuadas por la oficina técnica que las
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ruedas se salen de tolerancia, por lo que tienen que ser desechadas. Estudiando
el problema se dieron cuenta de que la causa de estas ruedas defectuosas son las
vibraciones provocadas por el paso del metro por debajo del taller. Se quiere ob-
tener el desarrollo de Fourier de la vibracion f (x), para disenar unas ventosas
especiales y colocarlas en las patas de las maquinas y asi evitar dicha vibracién y
sus armonicos.

x para 0<x <1

f(x)={

2—x vpara 1<x<2

Converge la serie a la funcion?

Obtener desarrollos de Fourier para la funciéon y =2° + 1 definida en el in-
tervalo 0 <x < 2, en términos de:

a) Senos
b) Cosenos

Prolongando adecuadamente la funcién. Indicar hacia que valores conver-
gen los desarrollos en los puntos x =-2, =0, x=2, x=3.

ﬂ Usando el desarrollo en serie de Fourier, encontrar la solucion particular
de:

a) ¥y’ (x)+4y (x) +y =f(xr) donde f(x) es una funcién periédica con
periodo 2w y con representacion de Fourier:

f(x)= 3+i%sen(nx)

n=1

b) Yy (x)+y = Z%COS (nx)

n=2
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